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RESUMEN

El trabajo que aqui se presenta es un avance de una investigacion titulada “estudio de los esquemas
conceptuales asociados a la definicion de limite de una funcién en un punto”. Dicho avance corresponde
a su primer propdsito: estudiar la evolucion de la conceptualizacion de la definicién de limite de una
funcion en un punto en la historia. El estudio se enmarcé en la Teoria Cognitiva Pensamiento Matematico
Avanzado (PMA) y se apoyd de unos constructos llamados Esquemas Conceptuales Epistemoldgicos
(ECE). Metodoldgicamente, la investigacion es de tipo cualitativo y de cardcter documental, descriptivo e
interpretativo. Su método es el inductivo, porque se analizé caso por caso, situaciones, cualidades y
circunstancias que originaron e hicieron evolucionar el concepto de limite de una funcién en un punto
hasta su definicion formal en la historia. La recoleccion de informacioén se realizé desde fuentes
secundarias, los libros de historia de la matemdtica y el cdlculo de Boyer (2003), Cantoral & Farfdn (2004)
y Edwards (1979). Se comenzd con una reconstruccion histérica de la conceptualizacion de la definicion
formal del limite de una funcién en un punto. Se continud con su fragmentacion y luego se crearon
unidades de andlisis, siguiendo criterios temporales, sociales y temdticos. Se extrajeron los conceptos,
contextos, ideas, procedimientos, métodos y las representaciones usadas por los matemdticos destacados
sobre el tema en los distintos periodos histéricos considerados. Como hallazgos, encontramos nueve
esquemas conceptuales epistemoldgicos, seis asociados a ideas nacientes del limite, llamados “Met-
before (ECEM)” y tres “propios (ECE)” del limite de una funcién en un punto. Cada uno de estos nueve
esquemas estd constituido de una representacion en red sistémica, su descripcion y una categorizacion
de las ideas epistemoldgicas.

Palabras clave: Definicion Formal del Limite de una Funcidon en un Punto, Pensamiento Matematico
Avanzado, Esquemas Conceptuales Epistemoldgicos.

INTRODUCCION

La definicion de limite ocupa una posicidn central e impregna todo el Andlisis Matematico,
es el fundamento de teorias como la aproximacion, continuidad, Célculo Diferencial e
Integral (Cornu, Ob. Cit.). Su aplicacién se ha extendido a diversas areas del conocimiento
que se ha convertido en un objeto de estudio necesario e imprescindible. Sin embargo, lejos
de favorecer a los estudiantes en su desempeno por su paso por las universidades, ha sido
un verdadero obstaculo.

Muchos aspectos didacticos se han puesto a prueba y aun muchos quedan
propuestos para permitir en los estudiantes una comprensién integral del limite. Al respecto,
sugieren hacer estudios histéricos-epistemoldgicos del objeto matematico en cuestién,
mostrarlo desde diferentes sistemas de representacion, considerar los obstaculos didacticos,
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epistemolégicos y cognitivos, tomar en cuenta su riqueza ontoldgica y semibdtica, e
involucrarlo en diversos contextos problematicos (Blazquez y Ortega, 2001; Contreras y
Garcia, 2011; Cornu, 2002; Valdivé, 2008).

Valdivé y Garbin (2008) demostraron que el estudio epistemoldgico resulta util por la
diversidad de elementos didacticos que arroja para la ensefianza del Calculo y en
consecuencia invita a seguir haciendo mas estudios semejantes, hacia el uso de las
definiciones formales, como la definicién de limite.

La necesidad de tener un marco de referencia para la ensefanza, aprendizaje,
evaluacién y creacion de situaciones adaptables al aula sobre la definiciéon formal del limite
de una funcién en un punto, nos induce a una importante cuestién, ;Cudles son los
esquemas conceptuales epistemoldgicos asociados a la definicién formal del limite de una
funciéon en un punto? El propésito de la investigacion es estudiar la evolucion de la
conceptualizacién de la definicién formal del limite de una funcién en un punto, indicando
los aportes de matematicos segun sus ideas representativas.

El estudio se enmarca en la Teoria Cognitiva Pensamiento Matematico Avanzado

(PMA), que ha sido desarrollada por Tall (2002). Esta teoria se enfoca en lo siguiente:
hacia la descripcién de la naturaleza del conocimiento matematico de los estudiantes a
la hora de estudiar un concepto matematico y de los procesos cognitivos implicados en
el aprendizaje de estos conceptos, intentando aclarar lo que ocurre en la mente de un
individuo (Valdivé y Garbin, 2008, p. 5).

El PMA se apoya de los esquemas conceptuales y esquemas conceptuales previos
como herramientas de investigacion. El trabajo que se presenta en este manuscrito, hace uso
del esquema conceptual epistemoldgico incorporado por Valdivé y Garbin (Ob. Cit, p. 429),
quienes exponen que este tipo de esquema puede referirse a la evolucién histdrica de los
conceptos matemadticos o a los tipos de conocimientos asociados a la nocién matemdtica, asi
como también a las representaciones, los procedimientos y métodos que los matematicos
usaron para resolver una situacion en un contexto especifico. De esta clase de esquemas se
distinguen dos tipos. Los esquemas conceptuales epistemoldgicos Met-before (ECME), que se
presentan cuando los conceptos, representaciones, procedimientos, métodos se aproximan
al objeto matematico de estudio sin considerarlo propiamente pero que lo hacen emerger;
y los esquemas conceptuales epistemolégicos (ECE), cuando los matematicos usan el objeto
matematico y tienen aceptacion y dominio de su naturaleza y definicion.

De las implicaciones practicas, didacticas y cientificas, este estudio esta adscrito a la
linea de investigacion “Ensefianza de la Matematica” del Departamento de Matematica de la
Universidad Pedagdégica Experimental Libertador, Instituto Pedagoégico Barquisimeto (UPEL-
IPB). Se apoy6é en métodos de investigacion cualitativa y en la Teoria Pensamiento
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Matematico Avanzado de reconocida trayectoria y pretende fortalecer y dar caracter
cientifico a esta linea de investigacién, con el desarrollo de metodologias especificas para el
estudio y andlisis histérico-epistemoldgico de la definicion formal del limite de una funcién
en un punto, junto con el aporte de esquemas conceptuales epistemoldgicos, cada uno
presentado en una red sistémica, su descripcidn y caracterizacién, que son recursos y
aspectos didacticos que pretenden brindar escenarios y retomar en clases la definicion
formal del limite de una funcién de forma dindmica, creativa y formativa, y asi, los estudiantes
puedan aprovechar los inagotables beneficios de aprender matematicas.

METODOLOGIA

El estudio sobre la evolucién epistemoldgica de la definiciéon formal del limite de una funcién
en un punto con la linea de investigacién Pensamiento Matematico Avanzado, entra dentro
de las investigaciones de tipo cualitativo, de caracter documental, descriptivo e
interpretativo (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010), ya que se inicia con una recoleccién,
lectura y analisis de informacion desde diferentes fuentes bibliograficas para generar una
teoria que describe como evoluciona a lo largo de la historia el concepto de estudio. Los
actores son los libros de texto que relnen los hechos histéricos de la definiciéon formal del
limite de una funcién. El método acorde es el inductivo, porque se elaboran interpretaciones
partiendo de informacién recolectada.

El andlisis epistemolégico del objeto de estudio en cuestidn fue desarrollado desde
una perspectiva histérica. Comenzé con la extraccion de fragmentos relativos a la histérica
del limite de una funcién en un punto, utilizando como fuentes secundarias la historia de la
matematica de Boyer (2003) y los libros de historia del calculo de Cantoral & Farfan (2004) y
Edwards (1979). Ese cimulo de informacién se resumio e interpretd, y se utilizé para redactar
una descripcidon que explica la evolucién histérica de la definicion de limite de una funcién
en un punto, desde las ideas nacientes en el siglo V antes de Cristo hasta su definicion formal
en siglo XIX después de Cristo. Esta reconstruccion histérica se convirtié en la fuente de
informacion para continuar el estudio epistemoldgico perseguido con este trabajo y que
siguié con la aplicacion de un método propuesto por Rodriguez, Gil y Garcia (1996), que
divide el proceso investigativo en cuatro actividades que se detallan a continuacién:

1. La fragmentacion de la informacion. Consiste en dividir la reconstruccion
histérica tomando en cuenta criterios bien definidos como temporales, tematicos y sociales,
considerando los requisitos de exhaustividad, exclusion mutua, tnico principio clasificatorio,
objetividad y pertinencia. La reconstruccion histérica de la definicion formal del limite de
una funcién en un punto, fue fragmentada en nueve partes, siguiendo por conveniencia
criterios tematicos: saltos epistemoldgicos, que se presentan cuando los matematicos
cambiaban la concepcidn del objeto matematico porque surgen nuevos métodos, ideas,
representaciones, procedimientos, contextos, aplicaciones.
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2. Cada parte o fragmento en la que quedoé dividida la historia se convirtié en una
unidad de analisis y fue estudiada por separado. Este proceso corresponde a la segunda
actividad de andlisis, lamada identificacion y clasificacion de las unidades de analisis,
donde se usé la categorizacién con el objetivo de identificar clases (elementos, condiciones,
nociones) bajo un mismo tépico o concepto tedrico (identificacion), para luego ubicar y
distribuir toda la informaciéon en dichas clases (clasificacién). Aqui cobraron mayor
importancia los criterios tematicos y sociales, al categorizar la informacién (de cada unidad)
de la manera siguiente: ideas, representaciones (asociadas a la nocién o propias de la
nocion), representaciones (que hacen emerger la nocidén), procedimientos, contextos y
métodos.

3. Parala tercera actividad, disposicion y organizacion de la informacion, se tomé el
sistema de redes propuesto por Bliss, Monk y Ogborn (citados por Valdivé y Garbin, 2008),
que utiliza una precisa notacidon para distinguir y presentar diferentes categorias y sus
subdivisiones, diferencias, circunstancias y restricciones, y que se ajusta adecuadamente al
estudio. Estas redes se construyen en forma de arbol con ramas que se subdividen en “clases”
(cuando son categorias mutuamente excluyentes y como formalismo se usa la barra (I) para
presentarlas) y “aspectos” (cuando las categorias no son excluyentes y se usan llaves ({) para
representarlas). Con la llave (}) se indica que la nueva categoria incluye a las anteriores. Al
final de cada rama se menciona el nombre del matematico o la civilizacién representativa de
cada categoria y/o subcategoria.

De acuerdo con Valdivé (2008), esta actividad consiste en ensamblar los elementos
diferenciados en el proceso analitico para reconstruir un todo estructurado y significativo. La
informacién analizada sobre las situaciones problematicas, los contextos, etc que los
matematicos otorgaron al objeto matemadtico en un periodo histérico, es reunida o
condensada en una red sistémica. A partir del analisis, encontramos seis esquemas
conceptuales epistemoldgicos Met-before (ECMEn) y tres propios (ECEn). La “n” indica el
numero del esquema conceptual epistemoldgico (ver Tabla 1).
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Tabla 1. Esquemas Conceptuales Epistemoldgicos

Matematicos representativos

Esquemas Conceptuales Epistemolégicos

Hipdcrates, Eudoxo, Euclides,
Arquimedes, Ptolomeo, Eratéstenes

(ECEM;): El limite asociado a la relacién entre magnitudes
geométricas por aproximacion de figuras rectilineas.

Bradwardine, Oresme

(ECEM,): El limite asociado a la cuantificacion de las formas
variables.

Cavalieri, Kepler, stevin, Galileo

(ECEM;3): Limite asociado a una aproximacion finita de magnitudes
geomeétricas como suma infinita de indivisibles.

Fermat, Descartes, Barrow

(ECEM.,): El limite asociado al calculo de tangentes

Newton, Leibniz, Bernoulli

(ECEM5): El limite asociado a una razén incremental

Euler, D’Alambert, Legendre,

(ECEMg): El limite como una cantidad fija a la que se acerca una

cantidad variable

(ECE): El limite como aproximacién tan precisa como se desee
entre valores numéricos

(ECE>): El limite asociado a un ndmero racional y a un nimero no
algebraico.

(ECEs3): El limite como un nimero real

Lagrange
Gauss, Cauchy

Fourier, Dirichlet, Hermite

Weierstrass, Cantor, Dedekind,
Russell, Heine.

4. La ultima actividad denominada descripcion estructurada (hallazgos), consiste
en describir los esquemas epistemoldgicos. Cada esquema esta compuesto de una red
sistémica, su descripcion y una categorizacion. Después de la red sistémica se elabora una
descripcién holistica de ella, tratando de mostrar la concepcidén que prevalece sobre el
objeto matemadtico en ese periodo histérico o fragmento de la reconstruccion histérica. Se
explica cada categoria de la red de derecha a izquierda exponiendo cémo, cada matematico,
percibe el objeto (en este caso el limite de una funcién). Posteriormente, se interpreta cdmo
se percibe el objeto de manera general segun las ideas mostradas y que constituyen la razén
del nombre del esquema conceptual epistemoldgico en ese fragmento. Lo importante en
este proceso es mantener el significado que los matematicos otorgaron al objeto en el
periodo histérico de estudio. Por ultimo, se presentan las ideas epistemoldgicas y su
caracterizacién de forma sintética, indicando las ideas que hicieron emerger al objeto en ese
periodo histoérico, las imagenes propias del objeto (en el caso de los ECE propios) o las
imagenes que lo hicieron emerger (en el caso de los ECEM), el contexto, los métodos, los
conceptos asociados con el objeto e indicar los matematicos que aportaron estas ideas.

RESULTADOS

A continuacion, se presentan dos esquemas conceptuales epistemoldgicos asociados a la
definicion formal del limite de una funcién en un punto, uno previo (con ideas emergentes
sobre el objeto) y otro propio (con ideas consolidadas del objeto) como muestra de los
hallazgos del estudio histérico epistemoldgico con relacién a nuestro propésito de estudiar
la evolucion de la conceptualizacion de la definicién de limite de una funcién en un punto
en la historia.
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ECEM4: El limite asociado al calculo de tangentes

Considera un punto @ variable sobre la Méstodo del
curva distinto de P. Halla la ecuacidn punto varale
de la circunferencia con centro en el aje para hallar
de coordenadas y que pase por los taneentes a la
puntos P y Q. Imterseta 12 7| cyra em wm
circunferencia con la curva, halla =u puxnto P.
centro, izuala los puntos Q y P, hallala Rene Descartes
normal en el pumto P v por 1596-1630
consiguiente la tangente.
Estudio analitico de
curvas de orden
Plantsa un intervalo pequefio E. Se superior como
iguala f(x) a f(x + E) asumiendo que pardbolas e
Cileulo de tangentes: son cast iguales. Se halla la proporcidn: hipérbolas.
Son en esencia b_ fla+E) Usaelmétodods | Desamolle
squivalentes al e ¢+E “seudo-1gualdad” ?}Z«l')ametxia
El lu_mte gr;c‘e::izrmal de Que conarreglos y haciendo E=0 = pm h.aua" e Analitica
as.ocudo al | | conduce z la tangente buscada en el ¥ mimos, que
calculo de  fla+E)—f(a) — posteriormente usé Rene
tangentes }_li!} N —— para hallar Descartes
P tangentes a curvas 1596-1650
Salvo que no P en un punto.
disponen del concepto Pierre de Fermat Pierre de
formal del limite T | 1601-1665 Fermat
AN 1601-1665
Conszidera un arco infinitamenta pequafio Método  para
de la curva y un triangulo para hallar la hallar tangentes
tangente de la curva en un punto. suponiendo un
arco
—{ infinitamente
N pequetio.
M R Isaac Barrow
) 1630-1677
A T P Q
Descripcion

La invencién de la geometria analitica causa un cambio en la percepcién de los problemas
que se venian realizando desde la antigtiedad. Entre los responsables estan los matematicos
franceses contemporaneos René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665). Es la
época en la que muchos matematicos, entre ellos Descartes y Fermat, desarrollaron
diferentes métodos para resolver problemas de cuadraturas y tangentes, destacando
principalmente Isaac Barrow (1630-1677).

Descartes sugirié que para hallar la normal a una curva algebraica en un punto fijo P
de dicha curva, se debia tomar un segundo punto variable Q sobre la curva, y hallar la
ecuacion de la circunferencia con centro en el eje de coordenadas (puesto que utilizaba un
unico eje de abscisas) y que pase por los puntos P y Q. Igualando entonces a cero el
discriminante de la ecuaciéon que determina las intersecciones de la circunferencia con la
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curva, puede hallarse el centro de la circunferencia tal que Q coincide con Py, conocido el
centro, puede determinarse facilmente tanto la normal como la tangente a la curva en el
punto P (Boyer, 2003).

Por otro lado, Fermat estudiando curvas de orden superior (curvas polindmicas de la
forma y = f(x)) descubrié un método muy ingenioso para hallar los puntos en los que la
funcién toma un valor maximo y minimo. Tiene la idea de plantear un intervalo pequeio que
simboliza con la letra E. Su objetivo es comparar el valor f(x) en un cierto punto de la curva
con el valor f(x + E) en un punto préximo; en general, estos dos valores serdn claramente
distintos, pero en una “cumbre” o en el fondo de un “valle” de una curva “lisa”, la diferencia
sera casiimperceptible. Fermatiguala f (x) a f (x + E). Cuanto mas pequefio sea el intervalo
E entre los dos puntos, la deferencia se hace imperceptible, mas cerca estara dicha seudo-
igualdad de ser una verdadera ecuacién. Asi, pues Fermat, después de dividir todo por E,
hace E = 0. El resultado le permite calcular las abscisas de los puntos maximos y minimos
de la funcién polinédmica (Boyer, 2003; Edwards, 1979).

Posteriormente, Fermat descubre cémo aplicar su procedimiento de los valores
proximos de la variable, para hallar la tangente a una curva algebraica de laforma y = f(x).
El procedimiento es el siguiente: si P es un punto de la curva y = f(x) en el que se desea
hallar la tangente, y si las coordenadas de P son (a, b), entonces un punto préximo P’ sobre
la curva, de coordenadas x =a+ E, y = f(a + E), estara tan préximo a la tangente que
puede considerarse situado sobre la tangente a la vez que sobre la curva, aproximadamente.
Por lo tanto, si la subtangente en el punto P es TQ = c, entonces los triangulos TPQ y TP'Q’

se pueden considerar como semejantes aproximadamente, y de esta semejanza se obtiene

.. b _ f(a+E)
la proporcién - = ——
c C+E

iguales por ser b = f(a), dividiendo todo por E y haciendo, por ultimo, E = 0, se puede
calcular facilmente la subtangente ¢ que determina univocamente, con el punto P, la
tangente buscada (Boyer, 2003).

a partir de la cual, multiplicando en cruz, simplificando términos

En 1670 el matematico inglés Isaac Barrow (1630-1677) publica otro método para la
determinacion de tangentes, al parecer mas util y general que los demas, en el que aparecen
dos cantidades que equivalen, en términos modernos, a Ax y Ay, que lo diferencia del
método de Fermat que sélo emplea una cantidad representada por la letra E y lo coloca mas
préximo al método que se usa actualmente en célculo diferencial. En esencia, la regla de
Barrow plantea: sea M un punto de una curva dada (en notacién moderna) por una ecuacién
polinémica f(x,y) = 0,y si T es el punto de interseccion de la tangente buscada MT con el
eje x, entonces Barrow considera “un arco infinitamente pequefio MN de la curva”, las
ordenadas correspondientes a los puntos M y N, y el segmento MR paralelo al eje x.
Llamando m a la ordenada conocida de M, t a la subtangente buscada PT y a, e, a los catetos
vertical y horizontal respectivamente del tridngulo rectangulo MRN, hace notar Barrow que
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larazén de a a e es igual a la razén de m a t. Tal como se expresaria actualmente, la razén de
a a e para dos puntos infinitamente préximos es la tangente de la curva. Para hallar esta
razén Barrow procede de una manera muy parecida a como habia hecho Fermat. Sustituye
x e y en la ecuacidon f(x,y) =0 por x + e e y + a respectivamente, y en la ecuacion
resultante suprime todos los términos que no contengan a a e (ya que la suma de todos ellos
es cero, por la ecuacion de la curva), asi como todos los términos de grado mayor que uno
en a o en e, y por ultimo reemplaza a por m y e por t. A partir de este resultado puede
calcularse la subtangente t en términos de x y de m, y si x y m son conocidos, la subtangente
t queda determinada, y con ella la tangente MT (Boyer, 2003).

En resumen, los métodos de Descartes, Fermat y Barrow resultan equivalente a decir

h _ i Ve .
flath)-f(@) z f(@) es la pendiente de la curva en el punto x = a. Estos matematicos no

que el lim

h—0
disponian del concepto formal del limite, pero salvo esto, su método sigue un camino
completamente paralelo al que puede verse hoy en los libros de calculo, excepto en la
minima diferencia de que hoy se suele usar el simbolo h 0 Ax en vez de la E de Fermat o las
dos cantidades de Barrow para los incrementos de las variables. Encontramos que la nociéon
de limite transita implicitamente en los algoritmos y las férmulas algebraicas para la
determinacion de la normal y la tangente de una curva en un punto. Sus contribuciones
anticipan fragmentos del célculo diferencial e integral que desarrollan otros matematicos
posteriormente. Por tal motivo, este esquema conceptual epistemoldgico del limite de una
funcién en un punto es previo, no se ha consolidado el concepto de una manera formal, sin
embargo, lo hace emerger, por lo cual, el limite de una funcién en un punto se percibe
asociado al calculo de tangentes.

Categorizacion

Ideas: Punto variable sobre la curva, intervalos pequefios para estudio de valores
préximos, seudo-igualdad entre valores proximos o diferencia imperceptible, incrementos
de las variables dependiente e independiente.

Representaciones asociadas al concepto que lo hacen emerger: Intervalo
pequeio E. Seudo-igualdad que en notacion moderna equivale a f(x) = f(x + E).

Proporcion
b _ f(a+E) o I ~ .
- =——_-arco infinitamente pequeno, incrementos e y a muy pequenos de las variables x

. P . a
y y respectivamente, razon entre cantidades .

Contexto: a) Analitico: se aplican cantidades pequehas despreciables a problemas
algebraicos, geométricos y cinematicos. b) Algebraico: se estudian curvas polinédmicas de la
forma y = f(x). Se intersectan ecuaciones, se afade un incremento muy pequefo a una
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variable: cantidades despreciables. ¢) Geométrico: las graficas de rectas normales y
tangentes a una curva en un punto.

Métodos: Método de Descartes para hallar la normal y la tangente a una curva
mediante un punto variable. Método de seudo-igualdad de Fermat para determinar
maximos y minimos de una curva. Método de Barrow del arco infinitamente pequefio para
hallar la normal y la tangente de una curva en un punto.

Conceptos asociados: Recta normal, recta subtangente, recta tangente de una curva
en un punto, valores maximos y minimos, razén y proporcidon, movimiento de un punto
sobre la recta, semejanza de tridngulos, variable, cantidades para los incrementos de las
variables que luego se desprecian. Matematicos representativos: Descartes, Fermat y
Barrow.

ECE:;: El limite como un numero real. [S e d
ucesiones ae

Cauchy de Karl
nimeros racionales ~ Yeierstrass
(1815-1897)
Teoria de
Conjunto
de <
nimeros
racionales Sucesiones
Definicion formal del imi
limite de una funcion dEi fimite fundamentales Georg Cantor
f(x) en xo: Si dado sucesione Relaciones de (1845-1918)
cualquier &, existe un S equivalencia
Construcc
Mo tal que para 0 < convergen .,
n <1y, la diferencia _] tes 10ry1 de los \
flxoxn) —L es determina | Tooeros T
menor en  valor un reales . .
absoluto  que & nimero / Para cualquier particion
— . ’ de niimeros racionales en
entonces se dice que real dos clases disiuntas A v B
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Descripcion

La invencién de las geometrias no euclidianas, la poca confianza en las operaciones
efectuadas con series infinitas, su convergencia, la falta de una definicién precisa de funcién
y de numero real condujo en el siglo XIX a un proceso llamado aritmetizacién del analisis que
se desarroll6 entre 1822y 1872, y que arrastré consigo la construccion de la definicion formal
del limite.

Karl Weierstrass (1815-1897) separ6 el analisis de la geometria y lo basé unicamente
en el concepto de nimero. Observé que era necesario dar una definicion de ndmero
irracional independiente del concepto de limite. Los define, de una manera general, como
conjuntos de racionales mas que como meras sucesiones ordenadas. Se decidié en resolver
el problema identificando la sucesiéon convergente con el nimero limite. De igual forma, el
matematico Georg Cantor (1845-1918) realiza un trabajo de construcciéon de los nimeros
reales. Se apoyé de las sucesiones de Cauchy de numeros racionales y la teoria de
convergencia de sucesiones de numeros y formé sucesiones fundamentales y una relacién
de equivalencia entre ellas para construir y definir los nimeros irracionales y en términos
generales, los numeros reales (Boyer, 2003).

Independientemente, J. W. R. Dedekind (1831-1916) estudié el problema de los
numeros irracionales y también llegé a la conclusidon que el concepto de limite debia ser
desarrollado de una manera puramente aritmética, sin depender de la geometria como era
lo usual para que fuera un concepto riguroso. Define la construccion de los numeros reales
a través de cortaduras, mediante la siguiente consideracion: para cualquier particion de
numeros racionales en dos clases disjuntas A y B tales que todo nimero de la primera clase
A sea menor que todo numero de la clase B, existe uno y solo un numero real, que produce
esta cortadura. Posteriormente, Bertrand Russell (1872-1970) propuso una ligera
modificacién en el concepto planteado por Dedekind expresando que, dado que cualquiera
de las dos clases Ay B en una cortadura de Dedekind quedaba tinicamente determinada por
la otra, una sola bastaba para determinar el numero real (Boyer, 2003).

Por consiguiente, la definicién formal de los niumeros reales, por los métodos de
cortaduras y de las sucesiones fundamentales, permitioé llegar al concepto formal de limite
de una funcién en un punto. En este sentido, H. Eduard Heine (1821-1881) discipulo de
Weierstrass, bajo la influencia directa de sus lecciones, publicé la definicion formal del limite
de una funcién f(x) en x, de la siguiente manera: Si dado cualquier &, existe un n, tal que para
0 < n < n,, la diferencia f(x, = n) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice
que L es el limite de f(x) parax = x,.

En la actualidad, la definicién de limite de una funcién que aparece en los textos
usuales es esencialmente la misma dada por Weierstrasse y Heine, Unicamente ha sido
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reemplazada la n por la letra griega § (Boyer, 2003) La definicién de limite en notacion
moderna, & > 038 > 0/ si |x — x| < 6 entonces |f(x) — L| < & (Edwards, 1979, p. 109).

Esta definicion depurada del concepto de limite no hace mencién a cantidades que
fluyen, ni puntos moviéndose sobre curvas, ni hace falta despreciar cantidades infinitamente
pequenas (los infinitesimales). Son desterrados los viejos recursos heuristicos y las ideas
intuitivas. Se ha construido una definicién rigurosa, precisa y estatica que estd dada en
términos de numeros reales bajo las operaciones de suma, resta y la relacién “menor que”.
Esta definicion presenta la precisidon que se espera de los matematicos y las demostraciones
que usan esta definicién son llamadas demostraciones del tipo “e — §” o0 “epsildnicas” (Boyer,
2003). Como consecuencia de la definicion formal de los nimeros reales e identificar la
sucesion convergente con el nimero limite, este esquema conceptual epistemoldgico es
propio y se percibe el limite de una funcién en un punto como un nimero real.

Caracterizacion:

Ideas: Estudio de los procesos infinitos, convergencia de sucesiones. Precisar el
concepto de numero irracional y real independiente del concepto de limite. Dar una
definicion de limite puramente aritmética.

Representaciones asociadas al concepto que lo hacen emerger: Sucesiones de
Cauchy. Conjuntos de numeros racionales, sucesiones fundamentales, relaciones de
equivalencia entre sucesiones, cortaduras de Dedekind.

Representaciones propias del concepto: Numeros reales de funciones reales,
definiciéon simbdlica € — 6.

a) Si dado cualquier ¢, existe un n, tal que para 0 < n < n,, la diferencia
f(xo £ 1) — L es menor en valor absoluto que ¢, entonces se dice que L es el limite
de f(x) parax = x,.

b) chl_r)ré f(x) = L;siysolosi, paratodo € > 0 existeun § > 0tal quesi0 <

|x —al < & entonces |f(x) — L| < e.

Contexto: Analitico: operacién con funciones representadas analiticamente,
numeros reales, series y sucesiones.

Procedimientos: Construccion de los numeros reales por cortaduras de Dedekind y
sucesiones de nimeros racionales.

Conceptos asociados: Sucesiones, series, conjuntos infinitos, nimero real.

Matematicos representativos: Weierstrass, Cantor, Dedekind, Russell, Heine.
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CONCLUSIONES

Después de todo lo que se ha presentado, quedan algunas reflexiones finales.

- Resulta interesante como la metodologia descrita, rescata el significado que los objetos
matematicos han tenido por periodos histéricos, y al mismo tiempo, conserva sus
concepciones originales.

- Desde un punto de vista didactico, los esquemas conceptuales epistemolégicos brindan
un marco de referencia para la ensefianza, aprendizaje, evaluacién y creacion de
situaciones adaptables al aula sobre la definicion formal del limite de una funcién en un
punto. Ademas, estos esquemas proveen de insumos para el disefno, interpretaciéon y
andlisis de cuestionarios, entrevistas que pongan de manifiesto la comprension y
aplicacion del limite en diversas situaciones.

- En un sentido metodolégico, se deja explicito un procedimiento que puede ser
desarrollado por quien se interese en hacer un estudio de la evolucién epistemoldgica de
un objeto matematico.

- Por ultimo, a la luz de estas reflexiones, se concluye que esta investigacion fortalece las
lineas de investigacién mencionadas en un principio, “Ensefianza de la Matematica” y la
Teoria Cognitiva PMA.
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