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RESUMEN

El estudio de los vectores es de suma importancia dada su utilidad en la resolucidn de diversos problemas.
Sin embargo, a pesar de su amplio rango de aplicaciones, su buen uso representa un reto para muchos
estudiantes. En parte, las dificultades y errores de comprensién son una consecuencia de las estrategias
de ensefianza aplicadas por los docentes (Flores, Kanim y Kautz, 2004). En este sentido, al modificar la
manera en que se presenta este contenido, puede haber una mejora en el desempeno de los estudiantes
(Flores et al., 2004). Considerando lo anterior, este trabajo describe una secuencia de ensefianza de las
operaciones con vectores a través del pool. Para desarrollar dicha secuencia se eligié como contexto el
juego de bola-9 y se utilizé el GeoGebra para recrear dicho juego. El recurso puede consultarse en
https://tube.geogebra.org/material/simple/id/1361173. Esta secuencia fue disefiada para estudiantes de
tercer ario de Educacion Media y se estructura en tres pasos principales, a saber: (i) Introduccién a los
vectores, (i) Propiedades de los vectores y (iii) Suma de vectores. Este ultimo se subdivide en (a) Método
algebraico y (b) Método geométrico. Es importante destacar que el uso per se de recursos tecnolégicos no
garantiza una mejora en el proceso de ensenanzay aprendizaje de la Matemaditica, si éste no se acompanha
de una secuencia de acciones dirigidas a determinados propdsitos de aprendizaje y guiada por el docente
(Vargas, 2001). En este sentido, se considera que la secuencia disefiada es una herramienta potente para
la comprensién de los vectores ya que no sélo se aprovecha el dinamismo y la posibilidad de mostrar
animaciones a través de la tecnologia, sino que ademds el contenido es abordado desde una situacion de
la vida real, lo cual le permite al estudiante establecer conexiones entre la Matemdtica y su entorno para
resolver problemas.
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PLANTEAMIENTO DE LA SITUACION

El estudio de los vectores es de suma importancia dada la utilidad de este contenido en la
resolucion de diversos problemas matematicos (p.e., relacionados con la Geometria y el
Algebra) y no-matematicos (p.e., problemas del area de la Fisica). En cuanto a esto Ultimo,
vale destacar que determinadas magnitudes facilmente apreciables en la vida cotidiana son
de naturaleza vectorial, como ocurre con la fuerza, aceleracién, velocidad y desplazamiento.
Sin embargo, a pesar de su amplio rango de aplicaciones, el buen uso de los vectores en
estas situaciones representa un reto para muchos estudiantes. En parte, las dificultades y
errores de comprensiéon de este contenido son una consecuencia de las estrategias de
ensefanza aplicadas por los profesores (Flores et al., 2004). Segun Zambrano y Garcia (1988),
algunos problemas en la ensefianza de los vectores son: (i) lo poco evidente que resultan las
relaciones entre sus elementos (magnitud y direccion); (ii) las dificultades para comprender
el concepto de vector, (iii) las complicaciones inherentes a la manipulacién de estos objetos;
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y (iv) las pocas conexiones de este concepto con la vida cotidiana. Respecto a esto ultimo,
los autores sefialan que contextualizar la ensefianza de los vectores es de suma importancia
para lograr su comprension, pero que los profesores suelen colocar este proceso en un
segundo plano.

Bajo esta realidad, una comprensién conceptual sélida sobre las operaciones entre
vectores es un resultado que dificilmente se puede obtener luego de la ensefianza de este
topico siguiendo un enfoque tradicional. Es por esta razén que la modificacion de la manera
en que se presenta este contenido puede mejorar significativamente el desempefo de los
estudiantes en cuestiones referentes a las operaciones con vectores (Flores et al., 2004).
Tratdndose de contenidos como los vectores, Flores et al (2008) recomiendan establecer una
mayor interaccién entre el sujeto y el objeto de conocimiento en un plano de representacion
grafica, como lo son las animaciones. Considerando lo anterior, en este trabajo se propone
el uso del GeoGebra como medio para recrear un conjunto de escenas del juego de pool
(una variante del billar), con el propdsito de servir de contexto para el abordaje de
contenidos de vectores en el plano. Especificamente, el trabajo describe una secuencia de
ensefnanza de las operaciones con vectores utilizando ciertas jugadas del pool, que trata de
develar la Matematica detrds de este contexto. La ventaja de trabajar con este tipo de
situaciones es que los estudiantes pueden reconocer la relacidon entre la Matematica y el
mundo real en el sentido de sus aplicaciones para resolver problemas.

EL JUEGO DE POOL Y EL GEOGEBRA

Para desarrollar la secuencia se ha elegido como contexto al juego de bola-9. Este
juego es una variante del pool el cual, a su vez, es una variante del billar. El billar es un
reconocido deporte. Para practicarlo, se necesita una mesa rectangular forrada con pafo, la
cual esta delimitada por bandas (los bordes sobresalientes de la mesa). Esta puede tener
agujeros o no. Ademas, se necesita un taco de billar y bolas (la cantidad varia en cada
modalidad). El billar se trata de un juego antiguo cuyos origenes son inciertos. Se dice que
sus raices se remontan a Grecia, cuando en el siglo IV a.C. se practicaba un juego de bolas
sobre el suelo (Labeaga, 2014). Los egipcios también lo jugaban e incluso se dice que la
emperatriz Cleopatra era una gran aficionada a este deporte (Jiménez y Gémez, 2009).

Con respecto a su creacion, todavia existe cierta controversia. Por un lado, la tradiciéon
inglesa afirma que su autor fue Bill Yar, lo que explicaria el nombre del juego. Por otro lado,
la escuela francesa afirma que la autoria es de Henry Devigne. A pesar de esta disputa, se dice
que, en un sentido estrictamente relacionado con la similitud de la configuracién actual del
juego, su creacion le corresponde a los franceses ya que, en el siglo XV, el rey Luis Xl lo jugaba
en un salén y sobre una mesa (Labeaga, 2014), de forma andloga a como se practica el billar
hoy dia. Mas aun, la primera sala publica de billar se abrié en Paris en 1960. Un gran
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aficionado del billar fue el rey XIIl. Sin embargo, fue su hijo Luis XVI quien, en el siglo XVIII,
puso este deporte de moda.

El pool es una de las variantes del billar y se juega sobre una mesa de pool. Esta se
caracteriza por tener seis hoyos, llamados buchacas o troneras, dentro de las cuales se
introducen las bolas de billar para ganar el juego. Existen muchas modalidades del juego de
pool, entre ellas el juego de bola-9 cuyas bolas de billar (diez en total) son de diferentes
colores, enumeradas del uno al nueve junto a una bola blanca. Estas se ubican en forma de
rombo o “pifia”, con la bola nimero uno al frente del jugador que realiza el saque (el jugador
que rompe la pifia, el primero en jugar) y las nueve bolas en el centro. El saque se realiza con
la bola blanca. Se ha considerado este juego como contexto de aprendizaje ya que las bolas,
al moverse por la mesa, describen trayectorias rectilineas que pueden representarse a través
de vectores.

Para recrear este juego se ha utilizado el GeoGebra, un software de matematica
dinamica, de uso gratuito y creado para tratar contenidos de Geometria, Algebra, Calculo y
Estadistica de forma dindmica e interactiva, a través de la coordinacion de registros graficos
y numérico-algebraicos, todo en una sola aplicaciéon (Hohenwarter, Hohenwarter y Lavicza,
2008). En los anos recientes, se ha utilizado al GeoGebra como medio para la elaboracién de
animaciones o simulaciones de diversos fenémenos fisicos (Cervantes, Rubio y Prieto, 2015;
Prieto, 2016). Este tipo de experiencias con el GeoGebra favorece la visualizacién de
conceptos matematicos abstractos (Alvarez, 2010), como lo son los vectores. El recurso con
GeoGebra creado para esta investigacion puede consultarse en
https://tube.geogebra.org/material/simple/id/1361173. El uso de este recurso segun la
secuencia propuesta aqui puede ayudar a que los estudiantes doten de sentido a las
propiedades y operaciones con los vectores.

DESCRIPCION DE LA PROPUESTA

La secuencia descrita a continuacion fue disenada para estudiantes de tercer ano de
Educacion Media y se centra en las propiedades y operaciones con los vectores,
especificamente en la suma. Esta propuesta fue desarrollada en atencién a una asignacién
de un curso de Geometria Analitica de la licenciatura en Educacion mencién Matematicas y
Fisica de la Universidad del Zulia, en el periodo U-2014.

Paso 1: Introduccidn a los vectores

Cuando el juego comienza, el jugador toma su taco de billar y realiza el saque,
golpeando la bola blanca (ver Figura 1a). Este movimiento puede visualizarse
dindmicamente en el recurso elaborado. Cuando el archivo es abierto, se muestra una
ventana emergente donde se observa una mesa de pool y nueve bolas desde una
perspectiva aérea. También se muestra un botén llamado Move 1, el cual se refiere al
movimiento en cuestion (ver Figura 1b).
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() (b)
Figura 1

Cuando se hace click sobre este botén, el usuario podra mover el taco de billar y
golpear la bola blanca. Esta se desplazara, rompiendo la pifia. Se debe tomar en cuenta el
cambio en la posicion de la bola: la bola describe un desplazamiento, una magnitud vectorial.
De esta forma, se pretende que el estudiante conciba dicha magnitud como el cambio de la
posicion de los objetos. Es importante destacar que el movimiento debe considerarse a partir
de un punto de referencia, ya que se trata de un fenédmeno fisico de caracter relativo
(Mendoza, Ripoll y Ruz, 2005). Es por esta razén que las figuras del juego se muestran sobre
un plano cartesiano.

Otra consideracion es que el desplazamiento depende de la posicién inicial y final,
por lo tanto, este “cambio de posicién” es independiente de la trayectoria entre esos dos
puntos (Serway y Jewett, 2008). En nuestro disefo, esto representa una ventaja ya que, si
bien un vector no siempre representa a un desplazamiento, todo desplazamiento puede ser
descrito a través de un vector. De esta manera, el docente puede introducir la nociéon de
vector a través del desplazamiento de la bola blanca como consecuencia de haber sido
impactada con el taco de billar: un vector puede ser representado mediante un segmento
orientado que tiene un origen y un extremo (Ministerio del Poder Popular para la Educacién,
2012a).

Ademas de esto, también es importante explicar a los estudiantes cdbmo se denotan
los vectores. Para ello, se recomienda asignar un punto P a la posicién inicial de la bola (el
lugar ocupado por ésta antes de ser golpeada) y otro punto Q a la posicién final (el lugar
donde la bola se detuvo). De esta forma, el vector que representa el cambio en la posiciéon

de la bola blanca puede denotarse como PQ (ver Figura 2). También puede denotarse como
U, U, 0o w. En general, un vector se denota con una letra mindscula (por ejemplo, ) o con dos
letras mayusculas (por ejemplo, AB), escribiendo primero el origen A y luego el extremo B.
Notese que, en ambos casos, sobre esta(s) letra(s) se dibuja una pequena flecha, siempre
apuntando hacia la derecha (Ministerio del Poder Popular para la Educacion, 2012a).
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Figura 2

En el recurso, luego de haber realizado el Move 1, se mostrara un nuevo botén,
Replace for points 1, el cual indicard la posicion inicial y final de la bola blanca, mostrando el

vector PQ. Después de presionar este botdn, uno nuevo aparecerd y este proceso se repite
tantos movimientos se han disefado para esta secuencia.

Paso 2: Propiedades de los vectores

Utilizando el vector desplazamiento 736, es posible explicar las propiedades de los
vectores: magnitud (también llamada modulo) y direccion. Cuando se trata del pool, la
magnitud del vector se relaciona con cuan lejos se movio la bola y la direccion se relaciona
con lanocién de hacia dénde lo hizo. En la situacion mostrada con el botdn Replace for points

1, 1a magnitud del vector PQ representa la distancia entre la posicion inicial y final de la bola
y, de aqui, los estudiantes pueden comprender la magnitud de un vector como la distancia
entre el origen y el extremo. Por otro lado, la inclinacién con la cual la bola se desplazé
representa la direccion. Matematicamente, puede decirse que la magnitud de un vector
(denotado como el valor absoluto, por ejemplo, |P—Q>|) es la distancia entre el origen y el
extremo del vector. La direccién de un vector es el angulo entre la recta que lo contieney el
eje x (o cualquier recta paralela a éste) (Ministerio del Poder Popular para la Educacion,
2012a)

Otra forma de indicar la magnitud y la direccion de un vector, es mediante sus
componentes. Para esta alternativa, se debe tener en cuenta el desplazamiento de la bola
blanca. Teniendo el plano cartesiano sobre la mesa de pool, se puede observar cuantas
unidades a la derecha y cuantas unidades hacia arriba se ha movido la bola (ver Figura 3a).
Matematicamente, se pueden definir las componentes como las proyecciones ortogonales
del vector en los ejes coordenados (ver Figura 3b).
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1

(a) (b)
Figura 3

En esta situacién, las componentes del vector 1—36 son 1.65 unidades en el eje x y
0.82 unidades en el eje y. De esta forma, el vector puede ser representado de la siguiente
manera: P—Q> = (1.65,0.82). En general, cualquier vector U puede ser representado en
términos de sus componentes como par ordenado. En consecuencia, U = (ux,uy), donde
u, eslacomponenteenel eje xy u, lacomponente en el eje y (Ministerio del Poder Popular
para la Educacion, 2012b).

Luego del movimiento descrito previamente, las bolas de billar se reacomodan sobre
la mesa (ver Figura 4a). El botdn Rearrange 1 muestra tal movimiento.

(1) (b)
Figura 4

En este momento, se recomienda una tarea, de forma que los estudiantes pueden
poner en practica su conocimiento: Si el jugador golpea la bola blanca, la cual a su vez golpea
a la bola naranja (ver Figura 4b), determine el vector que describe el movimiento de la bola
naranja. Determine su magnitud, direccién y sentido. El boton Move 2 reproduce el
movimiento y el botén Replace for points 2 cambia las bolas naranjas por puntos.

Paso 3: Suma de vectores

A continuacién, se considera una nueva reorganizacion de las bolas (ver Figura 5). El
boton Rearrange 2 simula esta nueva disposicion.
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Figura 5

Otro jugador golpea la bola blanca y ésta, a su vez, choca con la bola negra. Esta
ultima se mueve sobre la mesa del pool, pero luego choca con el borde, cambiando la
direccion de su desplazamiento (ver Figura 6a). El boton Move 3 muestra esta jugada. En este
caso, es conveniente preguntarse: ;Cémo se puede determinar el desplazamiento total de la
bola negra? Este desplazamiento, como en el caso de la bola blanca, es el cambio total de
posicion de la bola negra desde antes de ser golpeada y hasta el momento en que detuvo su
movimiento. Se recomienda asignar puntos a las posiciones de interés del trayecto que tuvo
labola, esto es, sea A la posicion inicial de la bola negra, B la posicién donde golped el borde
la mesa de pool y C su ubicacion final (ver Figura 6b).

(a) (b)
Figura 6

Ahora es el momento de establecer vectores que indiquen el cambio de posicion de
la bola. El primero ocurrié desde que la bola fue impactada hasta que chocé con el borde.

Esto puede representarse como el vector AB. El otro cambio de posicién tuvo lugar desde

esa posicion hasta su ubicacion final, lo cual puede representarse como el vector BC.
Siguiendo las recomendaciones de Gaspar de Alba para resolver problemas con

vectores (citado por Flores et al, 2008), en este instante se debe trabajar con

representaciones matematicas, esto es, los registros con que se dispone para manipular,
visualizar y concebir un objeto matematico. Aunque las representaciones matemadticas mas
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usadas son la analitica y la verbal, existen otras representaciones con las cuales el estudiante
puede alcanzar un aprendizaje significativo, entre ellas la diagramatica, la cual consiste en el
uso de segmentos dirigidos para representar vectores (Flores et al., 2008). Por tal motivo, se
recomienda hacer un mayor énfasis en los métodos geométricos, en tanto que este esfuerzo
implica una mejora en la solucién de problemas vectoriales por parte de los estudiantes
(Flores, Gonzélez y Herrera, 2007).

Paso 3.1: Método algebraico

Para resolver problemas mediante el método algebraico, es necesario tomar en
cuenta las coordenadas del origen y el extremo de los vectores, para poder hallar sus
componentes. Se sabe que las componentes se pueden determinar mediante la resta de las
coordenadas en el mismo eje. Tomando en cuenta que los puntos son A = (3,2); B = (8,3)
yC = (6,4):

AB=(8-3,3-2) > 4B = (5,1)
BC=(6-8,4—3)—>BC=(-21)
De esta forma, 4B + BC seria:
AB+BC=(5+(-2),14+1) > AB+BC = (3,2)
En este momento, se le recomienda al docente iniciar una discusién con los

estudiantes para que ellos descubran que el desplazamiento total de un objeto no es mas
que la suma de los desplazamientos parciales. Algunas preguntas generadoras que pueden

—_—
ser usadas son las siguientes: Calcule las componentes del vector AC ;Le parecen familiares?
{Qué se puede concluir del resultado obtenido y la solucién de este problema?

Paso 3.2: Método geométrico

El otro método para resolver este problema es mediante el método geométrico. Uno
de los métodos geométricos mas practicos lo constituye el “método del poligono”. Es
importante resaltar que una condicién para usar este método es que los vectores sean
consecutivos (el extremo de uno es el origen del otro). En este caso, los vectores a sumar son

consecutivos, ya que el extremo de AB (B) es el origen de BC.Es importante tener en cuenta
que la regla del poligono puede ser utilizada para sumar dos o mas vectores y establece lo
siguiente: si los vectores pueden representarse como lados de un poligono, luego la
resultante es el lado que cierra al poligono en sentido opuesto. En otras palabras, si todos los
vectores son consecutivos, la resultante es el vector cuyo origen es el origen del primer
vector y su extremo es el extremo del Ultimo vector (Ministerio del Poder Popular para la
Educacidn, 2012¢).

En esta situacion, el primer vector es AB y, en consecuencia, el origen del vector suma

es A. El sequndo y ultimo vector es BC y el extremo del vector suma seria C. Esto explica por
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qué AB + BC = AC (ver Figura 7a). El botén Replace for points 3 muestra esto. De aqui, se
pueden establecer otras interpretaciones geométricas del resultado en base a la suma de
vectores y a la definicion de las componentes, por ejemplo, la bola negra se movié tres
unidades a la derecha y una unidad arriba. Matemdaticamente, su desplazamiento fue
AC = (3,1). De aqui puede intuirse que todo vector se escribe como la suma de otros dos,
los cuales representan sus componentes. En este caso, AC = AB + BC donde 4B = 3,0y
BC = (0,1) (ver Figura 7b).

(a) (b)
Figura 7

Este es un buen momento para presentar una tarea para los estudiantes, pero
primero debe tomarse en cuenta la nueva reorganizacion de las bolas, mostrada con el boton
Rearrange 3. Ahora, imagine la siguiente situacion: El jugador golpea la bola blanca para
impactar la bola negra. Esta, a su vez, impacta la bola rosada, la cual cae en la tronera superior
derecha. Esto puede observarse dindmicamente activando el Move 4. La trayectoria de la bola
rosada se ilustra en el recurso al presionar el botén Replace for points 4. En este caso, jcual es
el desplazamiento total de la bola negra?

Posteriormente, se puede tratar la suma de tres vectores y luego generalizar el
proceso. Para ello, se recomienda considerar la nueva disposicién de las bolas de billar,
mostrada al presionar el botén Rearrange 4 (ver Figura 8a). El jugador golpea la bola blanca
para impactar la morada e introducirla en la tronera superior derecha, pero el jugador falla
enintroducirla aqui. En cambio, la bola morada choca con laamarillay se mueve por el borde.
En este punto, el movimiento de la bola morada ha perdido energia y la bola va girando con
cierto efecto, hasta que cae en la buchaca superior derecha (ver Figura 8b). Esta jugada se
muestra dinamicamente activando el botdn Move 5. Para hallar el desplazamiento total de la
bola morada se asigna un punto a cada posicion de interés durante el movimiento, por
ejemplo, sea F la posicién inicial de la bola, G el lugar donde la bola negra chocé con la
amarilla, H la posicién donde chocé con el borde e I la posicién donde se detuvo la bola (ver
Figura 8c).
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(1) (b)

Figura 8

En este instante, se debe pedir a los estudiantes que determinen el desplazamiento
total de la bola morada a través del método geométrico y el método algebraico, si se sabe
que F = (5,1),G = (6.7,1.3), H = (8,3) eI = (8,4). La intencion es que el docente guie al
estudiante de forma que ellos puedan “descubrir” por si mismos un método para sumar mas
de dos vectores. Al culminar esta experiencia, los estudiantes pueden verificar sus respuestas
(ver Figura 9) pulsando el botén Replace for points 5.

Figura 9

REFLEXIONES FINALES

Al término de este trabajo se ha descrito una secuencia didactica para la ensefanza
de vectores, mediante el uso del GeoGebra. Es importante destacar que el uso per se de
recursos tecnoldgicos no garantiza una mejora en el proceso de ensenanza y aprendizaje de
la matemadtica. Por esta razén, es necesario que tal uso se acompare de alguna secuencia
instruccional, dirigida al logro de determinados propdsitos de aprendizaje y guiada por el
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docente (Vargas, 2001). De esta manera, no basta con presentar el recurso elaborado en
GeoGebra, es importante ademas su buena aplicacién (Llanos, 2012). En este sentido, se
considera que la secuencia disenada es una herramienta potente para la comprensién de los
vectores ya que no soélo se aprovecha el dinamismo y la posibilidad de mostrar animaciones
a través de la tecnologia, sino que ademas el tema es abordado desde una situacién de la
vida real, lo cual le permite al estudiante establecer conexiones entre la Matematica y su
entorno para resolver problemas.

Asimismo, es importante destacar que la secuencia didactica planteada en este
trabajo no es una “férmula” que el profesor debe seguir estrictamente al pie de la letra. En
este sentido, se invita a la comunidad docente a buscar distintas estrategias y métodos para
la ensefanza de la Matematica, no sélo utilizando el recurso aqui propuesto, sino también a
través del desarrollo de experiencias similares que presenten otros contextos (p.e., los juegos
tradicionales venezolanos) o situaciones problematicas a nivel local, regional o nacional.
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