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Resumen

El trabajo tuvo por objetivo analizar las implicaciones matematicas que tienen para los
estudiantes, algunas expresiones del discurso del profesor que son validas s6lo en
ciertos contextos. En particular, se consideraron las expresiones “Para resolver una
ecuacion hay que despejar la incognita” y “Toda ecuacion tiene solucion” formuladas
en escenarios de resolucion de ecuaciones lineales. Con este fin, se analizo el discurso
matematico presente en textos escolares de Matematica, clases impartidas por
profesores cuando ensefian ecuaciones, y en las précticas operativas y discursivas
realizadas por estudiantes cuando resuelven ecuaciones.

Como marco tedrico y metodoldgico se utilizaron algunos constructos que devienen de las
investigaciones que han tomado al discurso matematico del profesor como foco de estudio,
el sentido de los simbolos, conocimiento del horizonte matemético (HCK) del profesor y
herramientas del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento e instruccion matematica.

El estudio muestra que estas expresiones del discurso del profesor prevalecen
fuertemente arraigadas en los estudiantes, provocando deficiencias en la construccién
de significados de los objetos matematicos involucrados. Con lo cual, resulta relevante
cuestionarse qué conocimiento necesita el profesor en cuanto a las estructuras y
conexiones intramatematicas, de las cuales pudiera reflexionar y modificar su discurso
matematico en la ensefianza.

Introduccion

A pesar de la importancia que tienen las ecuaciones en el curriculo de Matematica, por
diversas razones los estudiantes que ingresan a la universidad no suelen contar con
muchos recursos para hallar el conjunto solucion, ni han logrado construir un
significado adecuado de ellas, como objeto matematico. En este sentido, cuando se les
plantean situaciones problemas a los estudiantes, cuya resolucién involucra ecuaciones,
se advierte que hacen un abuso de manipulaciones algebraicas, prescindiendo de toda
lectura de las expresiones simbdlicas, lo que impide captar significados y agregarle

niveles de conexion y razonabilidad a los resultados (Arcavi, 2007).
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Investigaciones como las de Kieran (1992), Dubinsky (1997), Filloy & Rojano (1989),
Hercovics & Kieran (1980), Ribeiro (2007), Abrate, Pochulu y Font (2009), Sierpinska,
Bobos & Pruncut (2011), Kasmer & Kim (2011), entre otros, ponen en evidencias que
las dificultades que tienen los estudiantes en Algebra Lineal, son debidas a la naturaleza
epistemoldgica de los contenidos, a los disefios didacticos que implementan los
profesores y al uso de diferentes tipos de lenguajes empleados en la clase.

Seguramente, cuando el profesor realiza los disefios didacticos que pondra en marcha en
la clase y el uso de distintos tipos de lenguaje cuando los gestiona, se hace eminente que
conozca la trayectoria del contenido matematico que va a explicar a sus alumnos, a lo
largo de las diversas etapas educativas, asi como las conexiones intramatematicas. En
este sentido, estamos hablando del conocimiento del horizonte matematico (HCK)
propuesto por Ball, Thames y Phelps® (2008). Este conocimiento del profesor incluye,
seglin Sosa (2011), las habilidades que tienen los profesores para saber:

[...] las similitudes (las relaciones) entre varios conceptos matematicos de un mismo tema o

unidad; saber como un contenido estd relacionado con otro mas general (incluso aunque no

aborde esa forma méas general en ese grupo porque el programa no lo incluye); saber como

concretar un contenido con otro mas especifico; saber como un contenido esté relacionado con
otros de cursos anteriores o posteriores; [...]. (p.470).

En este caso, estamos hablando de que cuando el profesor disefia y explica un tema de
Algebra Lineal, conozca por ejemplo, la diferencia entre incognita, variable y
parametro, asi como las propiedades matematicas que determinan la validez matematica
al momento de manipular con las ecuaciones lineales y que establecen incluso
estructuras algebraicas (grupo, anillo, campo). Con esto, no estamos diciendo que el
profesor deba explicarles todo el horizonte matematico? a sus alumnos, sino que el
hecho de poseer ese conocimiento le puede permitir reflexionar sobre su propio discurso

matematico y modificarlo al ensefiar un contenido matematico concreto.

En este trabajo, centraremos la atencidon en estos aspectos sefialados, pues estamos
interesados en analizar las implicaciones matematicas que tienen para los estudiantes,
algunas expresiones del discurso del profesor que son validas sélo en ciertos contextos

del Algebra Lineal. En particular, se consideraron las expresiones “Para resolver una

! Cabe mencionar que el HCK (Horizont Content Knowledge) es uno de los 6 subdominios del modelo
del MKT (Mathematics Knowledge for Teaching) propuesto por Ball, Thames y Phelps (2008).

2 Notese que aunque los 6 subdominios del MKT son importantes, en este documento estamos
enfocandonos sélo en el HCK.
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ecuacion hay que despejar la incognita” y “Toda ecuacion tiene solucion” formuladas

en escenarios de resolucion de ecuaciones lineales.

Acerca de los aspectos tedricos y metodologicos de la investigacion

El trabajo se encuadra dentro de la Teoria de Funciones Semidticas, una de las
herramientas provistas por el Enfoque Ontosemiético del conocimiento e instruccion
matematica (EOS) de Godino, Batanero & Font (2007), como linea de investigacion en

Didactica de la Matematica.

El EOS entiende el significado de un objeto matemético en términos de lo que se puede
hacer con €l en una préctica matematica. Esta correspondencia se realiza a través de una
funcién semiotica que tiene por antecedente a un objeto matematico (o la expresion que
puede designarlo), y como consecuente al sistema de practicas matematicas realizadas
por una persona (o compartida en el seno de una institucion) ante una cierta clase de

situaciones-problemas.

Cuando un sujeto realiza una préactica matematica activa un conglomerado formado por
algunos (o todos) de los elementos primarios que componen un objeto matematico:
situacion-problema, lenguaje o elementos linguisticos, conceptos o definiciones,
proposiciones o propiedades, procedimientos o técnicas, y argumentos. Estos seis
objetos primarios se relacionan entre si formando configuraciones, definidas como las
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones
que se establecen entre los mismos, y constituyen los elementos del significado de un
objeto matematico. Las configuraciones pueden ser epistémicas o instruccionales si son
redes de objetos institucionales, o cognitivas si representan redes de objetos personales.
Tanto los sistemas de practicas como las configuraciones se proponen como
herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble

version, personal e institucional.

En consecuencia, el significado de un objeto, considerado como “expresiéon” en una
funcion semiotica, sera el “contenido” de esta funcion semiotica, y ha sido establecido
por un sujeto siguiendo una regla o criterio de correspondencia.

Este constructo, descripto sucintamente, fue utilizado en las tres fases de la

investigacion que implicaron el analisis de:

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 2580



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
v 1] WiWw 3

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

(@) El discurso matematico presente en los textos escolares de Matematica que son
recomendados por los profesores de escuela secundaria, cuando abordan el tema
ecuaciones. En particular, nos enfocamos en detectar la presencia de explicaciones que
promueven la concepcién de que “Para resolver una ecuacion hay que despejar la
incognita” y “Toda ecuacion tiene solucion”.

(b) Clases o explicaciones impartidas por profesores o estudiantes cuando ensefian a
resolver ecuaciones algebraicas. Las mismas se obtuvieron de los videos de youtube que
presentan un elevado ndmero de reproducciones por grupos demograficos
comprendidos entre los 13 y 17 afios (datos obtenidos de las estadisticas del video). Para
estas clases y/o explicaciones -muchas de ellas en contextos reales y con estudiantes-
también se buscd la presencia de expresiones que se interpretan como: “Para resolver
una ecuacion hay que despejar la incognita” y “Toda ecuacion tiene solucion”.

(c) Las practicas matematicas (operativas y discursivas) que efectuaron 55 estudiantes
aspirantes a ingresar a una carrera de Ingenieria, que participaron voluntariamente de la
investigacion, y a quienes se les propuso la realizacion de un conjunto de tareas
referidas a ecuaciones algebraicas. Estructuramos las configuraciones cognitivas
estableciendo funciones semidticas entre el conglomerado de précticas que son capaces
de realizar con el objeto matematico ecuaciones, y el significado que pudieron construir
acerca del mismo. Como no es posible reconstruir los procesos didacticos que
involucraron en afios anteriores a los estudiantes, partimos del supuesto de que los
textos y las clases de Matematica que tuvieron guardan muchas similitudes con las
muestras consideradas en este trabajo. En consecuencia, al efectuar un analisis sistémico
de las tres fases de la investigacion, permite establecer implicaciones que podrian tener
algunas expresiones del discurso del profesor y presentes en los textos escolares -
vélidas s6lo en ciertos contextos del Algebra Lineal- en los significados personales

construidos por los estudiantes sobre las ecuaciones algebraicas.

Resultados y discusion

Analizamos las précticas operativas y discursivas que estan presentes en 64 textos
escolares de Matematica, donde se aborda la resolucion de ecuaciones algebraicas, entre
ellas las lineales, como objeto matematico. Hallamos que todos los textos analizados
promueven encontrar el conjunto solucién de una ecuacién lineal despejando la
incdgnita, y utilizando dos procedimientos basicos: propiedades de la igualdad, o por

transposicion de terminos. También advertimos que la mayoria de los textos que
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plantean la resolucion de ecuaciones a través de las propiedades de la igualdad,
terminan induciendo el uso de la transposicion de términos como procedimiento

principal (ver ejemplos y evidencias en Anexo ).

En la mayoria de los textos se expresa explicitamente que “Para resolver una ecuacion
hay que despejar la incognita” (ver una evidencia de lo expresado en la Figura 1), o

inducen a esta creencia a través de las tareas que se proponen.

21" En este caso se usé la lecra x para representar la incognita

Resolver una ecuacién es encontrar qué valores de la incognita hacen que se cumpla la
igualdad; cada valor hallado es una solucion de la ecuacion

Para resolver una ecuacién, hay que despejar la incognita. Para ello, se van deshaciendo
las operaciones en el orden contrario al que se realizaron, tenienda en cuenta que si se
suma o resca el mismo numere a ambos miembros, se obtienen ecuaciones equivalen-
tes, 0 5ea, con las mismas soluciones; lo mismao sucede st se multiplican o dividen ambos
miembros por un mismo nimero que no sea 0,

PALABRAS CLAVE | Las ecuaciones son igualdades que contienen valores desconocidos llamados incégni- |
+ecuacion ~ tas, representados con letras [
«incognita lodas las ecuaciones tienen dos miembros: lo que figura a la izquierda del signo igual |
+ miembro es el primer miembro y lo que esta a la derecha, el segundo miembro. ’
«solucién |
+despejar 2-x+3=21 |
i S——— v |

s ecuacion 1™ membio 20 mienbec ;
equivalente '

. »verificar Esta ecuacion se puede traducir asi: *Si al doble de un ndmero se le suma 3, se obtiene !
I

|

Figura 1: Expresiones del discurso matematico en un texto escolar de Matematica

En 3 textos escolares se advirtio un intento por parte de los autores por promover una
lectura de las expresiones simbolicas, s6lo para un reducido nimero de tareas, las cuales
mostraban procedimientos mas intuitivos para encontrar el conjunto solucién de una
ecuacion lineal. De todos modos, todas las tareas que se proponen tienen un conjunto
solucidn Unico, lo que refuerza la creencia de que “Toda ecuacion tiene solucion”.

En cuanto a clases o explicaciones referidas a la resolucion de ecuaciones lineales, se
hizo el analisis de las practicas operativas y discursivas registradas en 18 videos que

tenian entre 20.000 y 1.027.000 reproducciones por parte de los usuarios.

El procedimiento principal que promueven para hallar el conjunto solucion de una
ecuacion lineal, también es la transposicion de términos (como en los textos escolares) y
lo hacen planteando ecuaciones cuya solucion es Unica. Estas practicas matematicas
ayudan a fortalecer la idea de que “Toda ecuacion tiene solucion”. Ademas, las

practicas discursivas resaltan el hecho de que “Para resolver una ecuacion hay que
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despejar la incognita”. Por ejemplo, en Asesoriasdematecom (2010), con mas de
522.000 reproducciones, se expresa que “la resolucion de ecuaciones de primer grado
basicamente es despejar la variable”, o en Mathsuperate (2010), con mas de 79.900
reproducciones, donde se alude a que “la mision importante que hay que tener en una
ecuacion, es exactamente, es dejar la variable sola, que nada esté cerca de ella”. En
Sanchez (2009), con mas de 43.900 reproducciones, se argumenta que “el propdsito es

dejar la variable sola para saber qué valor la hace cierta”.

De manera indirecta, también tenemos expresiones del discurso que expresan esta
nocion, como en Grillo (2007), con més de 1.027.000 reproducciones, cuando explica
que para la ecuacion 8x — 2 = 6x +3 “lo primero que tenemos que hacer es traer 6x, que
esta en el segundo miembro, al primer miembro” y luego, después de realizar algunas
transposiciones de términos, “asi deberia estar siempre, las incognitas en el primer

miembro y los términos conocidos en el segundo”.

En Rigobertto (2007), con mas de 823.000 reproducciones, se plantea la resolucion de
la ecuacion 2x+4=8, y se indica que “primero tendriamos que dejar el término que
contiene la variable a la izquierda y pasar este término, que estd sumando, a la derecha
del igual”; o en Marcelrzmuo (2009), con més de 102.700 reproducciones, se aclara
“como ustedes saben, estimados y estimadas, las x se van a pasar del lado izquierdo”.

Analizamos a continuacion algunas practicas operativas y discursivas de los 55
estudiantes, al proponérseles la resolucién de ecuaciones, y realizamos una

interpretacion del significado construido a través de una funcién semiotica.

Cuando se les propuso a los estudiantes la resolucion de ecuaciones cuyo conjunto
solucién era vacio, todos procedieron a realizar manipulaciones algebraicas, con el
fuerte convencimiento de que “Para resolver una ecuacion hay que despejar la
incognita” y “Toda ecuacion tiene solucion” (ver algunas evidencias en Anexo 2).
Asimismo, ninguno logré interpretar la informacion resultante de la manipulacion
algebraica (procedimiento) cuando la ecuacion tenia un conjunto solucién vacio, o0 con

infinitas soluciones.

Durante las entrevistas, se les pidié a los estudiantes que explicaran codmo procedian

para encontrar el conjunto solucion de una ecuacion, y las argumentaciones son
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similares a las que encontramos en los textos escolares y explicaciones dadas en los

videos. Por ejemplo, para hallar el conjunto solucion de la ecuacion 3x -1 = 5, una

estudiante expreso:
Primero debo analizar la ecuacion para determinar qué es lo que me conviene hacer
para lograr obtener un resultado concreto de la x. Entonces debo comenzar a pasar los
numeros independientes con el signo opuesto y resolverlos con el que se encuentra del
otro lado. Luego logro que me quede mi variable sola en compafiia de su coeficiente.
Finalmente pasamos hacia el otro término con la operacion inversa el coeficiente. Si
esta multiplicando lo pasamos dividiendo o viceversa. Asi obtenemos un nimero
concreto de Xx.

En todos los casos daban argumentos vinculados con procedimientos algebraicos, y no

lograban explicar lo que acontecia cuando obtenian expresiones donde no estaba

presente la variable. Hacian alusion a que seguramente se habian equivocado en algun

paso y que no se daban cuenta cudl era.

A modo de cierre

El estudio muestra que estas expresiones del discurso del profesor y libros escolares
prevalecen fuertemente arraigadas en los estudiantes, provocando deficiencias en la
construccion de significados de los objetos matematicos involucrados. En muchas
ocasiones, el profesor ante su realidad escolar (clase tradicional, libros de texto o videos
en youtube que apoyan y fomentan la ensefianza a través del discurso matematico valido
solo para contextos reducidos), se limita a ver mas alla de ese topico, lo cual puede
impedirle reflexionar sobre las implicaciones matematicas de su propio discurso
matematico (sobre las afectaciones de su discurso en el aprendizaje de sus alumnos) y
modificarlo al ensefiar un contenido matematico concreto o redisefiar una tarea. Por
tanto, se requiere que el profesor sea reflexivo y critico en cuanto al propio discurso
matematico a fin de mejorar su propia practica docente. Nuestra apuesta esta basada, en
concordancia con Ball y Bass (2009), en que el HCK puede ayudar al profesor a tener
una perspectiva mas amplia del contenido matematico a ensefiar y eso le ayudaria a

tener mas herramientas matematicas al momento de explicarlo a sus alumnos.
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Anexo |

Procedimientos de resolucion de ecuaciones presentes en los libros de texto

RESOLUCION DE LA ECUACION x4 = b

A’ * X ® —* 7 Vamosa resolver la ecuacién x+5=9.

* Para despejar la x, debemos
_% #,— 2 £ 9 R i g
‘C-}E_ 2+ 3=9 eliminar el 5 que esta suman-

do en el primer miembro,

P! o @ ¢ = ¢
é ‘0o e 5=3 2 §9=5F e Restamos 5 a cada miembro.
e

* La x queda despejada. La so-
RESOLUCION DE LA ECUACION x- ¢ = b

lucion es x=4,
A = X ® —* [ Vamosaresolver la ecuacion x—3 =5.

=
W
&

&
£y l_% g o o 9 2 * Para despejar la x, debemos
e “ =3 eliminar el -3 del primer

miembro.

A | ) ) )
(&) ‘L#Lﬂielﬁ— % =3 33 =25 3 3 eSumamos 3 en cada miembro,
%_ §' =3 ® Lasolucion es x= 8.
7

Figura 2: Resolucién de una ecuacion por propiedades

EJEMPLO 3 Resolucion de una ecuacion lineal

Resolver 5x - 6 =3x.

Solucién: Empezamos por dejar los términos que implican a x en un lado y las
constantes en ¢l otro,

5x — 6 = 3x,
Sx =6+ (=31 =3x+(—3x (sumando - 3x a ambos miembros),
2r—6=0 (simplificando. esto es, operacion 3),
- 64+6=046 (sumando 6 a ambos miembros),
2x=6 (simplificando),
2 6 - .
? = i (dividiendo ambos miembros entre 2),
x=3

Figura 3: Resolucién de una ecuacion por propiedades
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Ecuaciones

Para resolver ecuaciones de prmer grado es indispensable segiuir un plan de rabajo.

Ejemplo:
({_x-r,)zezs
[ose (@
{x-5=5
{x=54+s

la potencia al camblar de miembro se
transforma en la operacian opuests
reducimos la raiz

pasaje de énmino

X= 108 ——————» |a raiz, al camblar de miembro, se frans:

forma en potencia

Figura 4: Resolucién de una ecuacidn por transposicion de términos

Six-3=7, e
mamos 3 a amb
obtenemos otra igual
X-3+3=7+3
Reducimos términos y nos
queda: x =7+ 3

El 3 past al otro miembro.
con la operacion inversa.

N o

Sustraccion

Adicion

P ‘II‘

aremos 100 a ambos miembros,
10 MmEMBRD  2.° MIEMBRO
X+ 100 =250
100 =100
X+100 -~ 100 =250 - 100
X =150

Graclas a la propiedad uniforme logramos
dejar sola a la x.

En el segundo miembro quedo e 100 res-
tando.

l_hblmlnm el mecanismo es pasar el
nimero 100, que se encontraba sumando
qqnl primer miembro, al segundo miembro,
restando.
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Habitualmente, el mecanismo es pe
nimero 100, que se encontraba res
en el primer miembro, al segundo

Figura 6: Resolucion de una ecuacion donde se induce a la transposicion de términos
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Anexo 11
Procedimientos de resolucion realizados por alumnos para ecuaciones con

conjunto solucién vacio
Ly
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Ox-H & 3 4h=Sx-3
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Yy = 03
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Figura 7: Resolucién del Alumno A
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Figura 9: Resolucion del Alumno C
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Figura 10: Resolucién del Alumno D
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Figura 11: Resolucion del Alumno E
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Figura 12: Resolucion del Alumno F

Figura 13: Resolucion del Alumno G
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