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Resumen

El presente trabajo de investigacion tiene como finalidad ofrecer una propuesta
didactica que ayude a fortalecer el aprendizaje de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden (EDO1) mediante abordaje cualitativo-grafico y analitico apoyado con
software Mathematica 9.0, entendido este como una integracion de distintos enfoques.

La propuesta didactica producto de la indagacién a realizar esta dirigida a estudiantes
universitarios matriculados en el curso Ma-1005 (EDO) que ofrece la Escuela de
Matematica de la Universidad de Costa Rica (UCR).

El abordaje analitico predominante en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales, se
caracteriza, por consistir basicamente en el aprendizaje de técnicas algoritmicas que
permitan resolverlas, generar un aprendizaje mecanico y sin sentido en el educando, e
inhibirlo al entendimiento-interpretacion de la solucion(es) de una EDOL.

Por su parte el enfoque cualitativo, trata de investigar las propiedades de las
soluciones (monotonia, concavidad, simetria, singularidades, existencia y unicidad de
la solucion, etc.) a partir de su propia expresion, sin necesidad de resolverla. Este tipo
de estudio combinado con la visualizacién de campos direccionales, curvas solucién
(con uso software Mathematica 9.0) y expresiones algebraicas obtenidas de resolucion
analitica permitira un mejor entendimiento e interpretacion del comportamiento de las
soluciones de las EDOL.

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son una parte muy importante del analisis matematico, y
modelan innumerables procesos de la vida real, con aplicaciones a la ciencia y a la
ingenieria, tales como en la mecanica, la astronomia, ciencias fisicas, quimica, biologia,

economia, etc.
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Segun Blanchard, (1994), el curso de ecuaciones diferenciales se centra exclusivamente
en la manipulacion de expresiones algebraicas, donde los alumnos aprenden a ser
eficaces en las operaciones algebraicas (métodos o recetas de resolucion) sin necesidad
de entender e interpretar los conceptos. Los alumnos van a las clases sin motivacion por
no comprender, en gran parte, lo que estdn haciendo y, consecuentemente, no

comprenden la relevancia de este aprendizaje para su vida profesional.

Poincaré y Lyapunov desarrollaron la llamada teoria cualitativa, que consiste en
estudiar las propiedades de las soluciones de una ecuacion diferencial sin resolverla.
Este método permite obtener gran cantidad de informacion acerca de las soluciones,

aun sin conocerlas.

Es comdn preguntarnos ¢Como sabemos que la informacion que obtenemos acerca de
una ecuacion diferencial es correcta? La respuesta consiste en utilizar todo lo que se
tenga a disposicion: desde soluciones analiticas (las que generalmente se hace

tradicionalmente énfasis), calculos numéricos y argumentos cualitativos-graficos.

Debido a que la moderna tecnologia permite trazar con rapidez campos de direcciones,
graficar complicadas funciones y ver datos de manera agil y veraz, ya es hora de que se

evite los temas y materias que exigen estos procedimientos.

El uso apropiado de la tecnologia es indispensable si se pretenden utilizar en el estudio
de las ecuaciones diferenciales como herramienta, donde los estudiantes puedan
colaborar activamente en el proceso de aprendizaje y se sienta motivado a pensar,
experimentar y comprender. No obstante, esta tecnologia es capaz de suministrar
soluciones incompletas, equivocadas o incorrectas, de ahi la necesidad de examinar las

soluciones desde mas de un punto de vista u enfoque.

El analizar y utilizar técnicas cualitativas-graficas con analiticas son esenciales en el
abordaje de las (EDO1), pues en muchos casos es imposible encontrar las soluciones
analiticas en términos de funciones familiares y mas aun su interpretacion, pues sus
propiedades pueden resultar ambiguas como consecuencia de la forma de la solucion

analitica. La exploracion visual (curvas solucion, campos de direcciones,
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singularidades) de las soluciones brinda informacion muy valiosa a considerar con

respecto al comportamiento de las soluciones.

En la Universidad de Costa Rica, la Escuela de Matematica imparte un curso de
Ecuaciones Diferenciales Ma-1005 a estudiantes del &rea de Matematica Aplicada, cuya
poblacion casi en su totalidad es de carreras de ingenierias. Segun cuestionario aplicado
a profesores catedra Ma-1005 e informacién recopilada sobre rendimiento académico,
consta que existe muy bajas promociones de aprobacion, en particular en el primer
parcial, donde se evallGa resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden (EDO1), teorema existencia y unicidad, problemas de aplicacion. Asimismo
resultados indican que la metodologia dominante en el contexto de ensefianza de

ecuaciones diferenciales, esta fuertemente orientada hacia la solucion algebraica.

El presente trabajo de investigacion, pretende romper con ese esquema tradicional de
ensefianza de las ecuaciones diferenciales, mediante el estudio de las EDO1 desde los
enfoques analitico, cualitativo-grafico con ayuda de Software Mathematica 9.0, esto con
el fin de mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones diferenciales,
y ayude al entendimiento, exploracién e interpretacion de la(s) solucion(es) de una
EDOL.

A partir de este estudio, se pretende que el profesor sea un guia y facilitador; que el
conocimiento matematico sea significativo para los estudiantes y que éstos puedan
explorar las soluciones de las EDO1 desde distintos enfoques, desde un punto de vista

integral.

A continuacion se exponen Objetivo General, Objetivos Especificos y ademas

instrumentos relacionados por aplicar.
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Objetivo General:
Fortalecer el aprendizaje de las ecuaciones Diferenciales Ordinarias de

primer orden, mediante un abordaje analitico y cualitativo-gréafico con
apoyo Software Mathematica 9.0

l

OE1: Identificar = los OE2: Estudiar las EDO desde OE3: Valorar Software OE4: Estudiar Teorema de
conocimientos basicos que un enfoque cualitativo, como Mathematica 9.0 como existencia y unicidad para
se requieren para el un primer acercamiento al herramienta de apoyo para EDO con apoyo . de
aprendizaje de las EDO, en | | entendimiento e la . resolucion e. Mathematica 9.0.
nivel universitario. interpretacion de EDO. interpretacion de EDO.
‘ - N
1. Manual de uso comandos

[ Cuestionario a Docentes Révidion BibBogaRc Basicos de Softaware Mathematica Guia Didactica para estudio

Catedra Ma-1005 ejemplos llustrativos J’ 9 9.0 en las EDO del TEU con apoyo

l Mathematica 9.0

p
2. Guia Didactica para estudio de
EDO con apoyo Mathematica 9.0

.

de las EDO, desde enfoques analitico, cualitativo-grafico

OES: Disefiar Propuesta metodblégica parael aprendizéieN
con apoyo de Software Mathematica 9.0 J

Figural: Esquema de Objetivo General y Especificos e instrumentos

Conocimientos previos para aprendizaje EDO1

Si se considera que el primer elemento que dinamiza un proceso de aprendizaje son los
conocimientos previos, se hace necesario y de vital importancia explorarlos para lograr
una mejor conexion y comprension en los educandos de conceptos asociados a las
EDOL. En este sentido Ausubel afirma “El factor mas importante que influye en el

aprendizaje es lo que el alumno ya sabe. Averigiese esto y enséfiese en consecuencia”.

De este modo para David Ausubel un aprendizaje tiene significatividad en el educando,

si le permite relacionar el nuevo conocimiento con el conocimiento que ya posee.
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Estudio cualitativo de Ecuaciones diferenciales Ordinarias de primer orden.

Con Henri Poincare (1854-1912) y Alexander Liapunov (1857-1918) se inicia, a
mediados del siglo XIX, y continuando hasta nuestros dias, la etapa “cualitativa” en el
desarrollo de las ecuaciones diferenciales. Se trata de investigar las propiedades de las

soluciones de una ecuacion diferencial a partir de su propia expresion.

El estudio directo de la ecuacion diferencial a partir de las propiedades de la derivada
junto a los teoremas de existencia y, sobre todo, unicidad, nos permite obtener una
informacion muy valiosa sobre la gréafica de las soluciones de una ecuacion diferencial
que en la mayor parte de los casos no es facil conseguir a partir de las soluciones

analiticas de las mismas (cuando estas estén disponibles).

Al respecto Tall (1986) puso de manifiesto la importancia de utilizar el estudio
cualitativo de las soluciones de ecuaciones diferenciales, para interpretar correctamente

su proceso de resolucién.
Uso de Software como herramienta para resolucion e interpretacion de EDO1

Trabajos como los de Buchanan y otros (1991), Gollwitzer (1991), Moreno y Laborde
(2003), y Blanchard (1994) han mostrado que gracias a diversos paquetes
computacionales que permiten visualizar campos de direcciones, curvas solucion, y la
expresion algebraica de las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales es posible

mejorar su aprendizaje.

El tener un software de caracteristicas especificas como recurso didactico en el aula, va
a posibilitar la visualizacion de los campos de direcciones, graficas de familia de
soluciones, soluciones particulares y singularidades de las EDO1, y poder hacer un

analisis de dichas soluciones.

Por su parte Software Mathematica 9.0, es una herramienta de célculo simbolico
sencilla de usar y eficaz, incorpora un lenguaje de programacion que permite
implementar algoritmos numeéricos, algebraicos, gréficos, incluso la realizacion de

animaciones, con la ventaja adicional que supone el poder utilizar todos los comandos y
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funciones propias del programa en este lenguaje, enriqueciéndolo valiosamente. Estas y
muchas méas son las razones de que el sistema sea usado por profesores, informaticos,

ingenieros e investigadores en una extensa multitud de campos.

Si bien es cierto Mathematica 9.0 es un software con grandes potencialidades para la
resolucion y visualizacion de EDOL, al igual existen otros software como Maple,
Matlab, Maxima, entre otros con las mismas condiciones y potencialidades. Para
nuestro propdsito se usara Software Mathematica 9.0 dado que la Escuela de
Matemética de UCR cuenta con su licencia y ademé&s estd disponible para los
estudiantes con tan solo estar matriculado en algun curso de dicha escuela y no se le esta

aprovechando como herramienta valiosa para el aprendizaje de las EDO en el curso.

Teorema de existencia y unicidad en EDO1

ron -z - —y2
El no poder expresar analiticamente solucion de una EDO1 como por ejemploy’ = e™*

no significa que no exista solucion para esta ecuacion, y de hecho existe porque existe la

. 2 . -
integral [ e *"dx . Ejemplos como este puede hacer pensar a los estudiantes que
algunas ecuaciones diferenciales no tienen soluciones, sin tener en cuenta el teorema

existencia y unicidad.

Al hablar de las soluciones de problemas de condiciones iniciales con mucha frecuencia
se podria preguntar cual funcién es la solucion del problema, cual no es solucién y si
sera unica. Saber que la solucion de un problema de condiciones iniciales es Unica es
muy valioso, tanto desde el punto de vista tedrico como préactico, ya que si no se supiera
qgue la soluciéon es unica, entonces deberia preocuparse por encontrar todas las

soluciones posibles.

Importancia combinacion de enfoques

El abordaje de las EDO1, desde un punto de vista integral no sélo permite una mejor
comprension de las soluciones, sino también en el sentido de que cuando algun

enfoque esta insuficiente, el otro puede ayudar. Es por lo tanto importante la

complementariedad de los diferentes enfoques (cualitativo-grafico-analitico), como
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forma de subsanar y hacerle comprender mejor al educando, situaciones de aprendizaje
en las que uno u otro enfoque muestra dificultades y lo pueden llevar a resultados
erroneos, como incluir soluciones que no son o dejar algunas como las singulares por

fuera, no tener claro aspectos sobre dominio de las soluciones, entre otros.

Al respecto Duval (1998) sefiala que existe un encasillamiento en el uso de un solo
registro de representacion semidtica, ademas indica que se requiere, al menos, la
coordinacion de dos registros de manera espontanea para alcanzar la comprension de un

concepto.
Propuesta Metodoldgica

Producto de la indagacion realizada y resultados obtenidos de nuestra investigacion en
objetivos especificos 1, 2 y 3, se pretende plantear una propuesta basada en cinco
modulos como asi se muestra en figura 2, esta pretende romper con esquemas
meramente tradicionalistas utilizados o predominantes en los salones de clase, es por
ello que es estructurado de una manera distinta y sea una propuesta integral basada en
enfoques no solo el analitico o tradicional sino se vea complementado con los

cualitativo-grafico apoyado con Mathematica 9.0.

PROPUESTA METODOLOGICA
ESTUDIO DE EDO1 MEDIANTE ABORDAJE CUALITATIVO, ANALITICO Y
GRAFICO CON APOYO DE SOFTWARE MATHEMATICA 9.0

I
l I , l |

MODULO1: MODULOZ: MODULO3: MODULOA;

EXPLORACION DE <= ESTUDIO CUALITATIVO e ESTUDIO ANALITICO G==p ESTUDIO GRAFICO DE
CONCEPTOS PREVIOS DE EDO1 DE EDO1 EDO1 CON
MATHEMATICAS.0

MODULOS;

ESTUDIO INTEGRAL CUALITATIVO-GRAFICO
Y ANALITICO DE EDOL

Figura 2: Esquema de Propuesta Metodologica

En las guias didacticas de trabajo dadas en los distintos objetivos de la investigacion y

los modulos de la propuesta, ademas de ser validadas por expertos se pretende:
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1. Seguir un enfoque mixto donde se combine método tradicionalista con el método

constructivista.

2. Realizarlas en parejas con compafiero del lado, dando paso a la interaccion y

discusién de los conceptos asociados.

3. Incentivar el uso recursos computacionales como una herramienta auxiliar para que

los alumnos logren exteriorizar sus ideas, reflexionarlas, visualizarlas y discutirlas.
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