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El actual currículo de matemáticas de la etapa secundaria da una gran

importancia a procesos de razonamiento tales como la generalización. La

investigación en Educación Matemática viene estudiando el modo en que

se desarrollan estos procesos a través de distintos contenidos matemáti-

cos. El tipo de representación que los estudiantes utilizan para expresar

su razonamiento también es objeto de estudio ya que influye de manera

decisiva en sus posibilidades para alcanzar la generalización. En el trabajo

que se presenta a continuación, se analizan diferentes formas de expresar

la generalización que utilizan estudiantes de secundaria cuando resuelven

problemas que involucran sucesiones lineales y cuadráticas. Los autores

han realizado un estudio en el que han participado 359 estudiantes de se-

cundaria. Identifican la representación gráfica como una herramienta útil

para lograr la generalización y analizan su conexión con otras formas de

representación.

Diferentes formas de expresar la generalización en problemas

de sucesiones

por

María C. Cañadas, Encarnación Castro y Enrique Castro

1. Introducción

Las investigaciones centradas en estudiar la conexión entre el álgebra y la for-
ma de expresar la generalización son numerosas. Destacamos el trabajo de Mason,
Graham, Pimm y Gowar [20] como uno de los pioneros. Los resultados de estas
investigaciones sustentan la idea de que dicha conexión no parece ser directa para
los estudiantes de educación secundaria (e.g. [17], [18]). Comúnmente se acepta que
el lenguaje algebraico no es la única forma de expresar la generalización. Mason
y Pimm [21] consideran que el lenguaje natural juega un papel fundamental en el
proceso de generalización. Radford [28] muestra cómo algunos estudiantes usan ex-
presiones verbales y gestos para expresar la generalización. En 2011, en el grupo de
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trabajo sobre pensamiento algebraico del Seventh Congress of the European Society
for Research in Mathematics Education, diferentes autores se han centrado en expli-
citar y debatir sobre las estrategias que siguen los sujetos para generalizar así como
en las distintas formas mediante las que expresan esas generalizaciones ([6]).

Por nuestra parte, actualmente estamos inmersos en un proyecto de investiga-
ción cuyo objetivo general es investigar, desde una perspectiva de modelización, la
forma en la que los modelos y representaciones son construidos y utilizados en la
resolución de problemas en Educación Matemática, siguiendo la tendencia de los
últimos años que reconoce la necesidad de llevar a cabo investigaciones que profun-
dicen en el modo en que el tipo de representación se relaciona con las formas de
razonamiento inductivas y con la generalización. Esta necesidad viene justificada, en
parte, por dos rupturas importantes que se producen cuando los estudiantes pasan
de las expresiones no simbólicas a las simbólicas. La primera ruptura se produce
con la geometría que se percibe en los patrones y la segunda se produce con las
características numéricas de estos patrones ([4]).

En este artículo fijamos la atención en la generalización que realizan los estu-
diantes en un contexto de resolución de problemas de carácter inductivo en los que
se encuentran involucrados diferentes sistemas de representación. Las variables de
tarea y el proceso de selección de los problemas han sido descritos en [4]. Presen-
tamos resultados sobre las formas de expresar la generalización y su relación con
las representaciones utilizadas en los enunciados para expresar los casos particulares
en un cuestionario escrito constituido por seis problemas que involucran sucesiones.
Comenzamos presentando las principales ideas que conciernen a nuestra aproxima-
ción a la generalización y a las diferentes representaciones, situando la atención en
diferentes tipos de generalización. En segundo lugar, presentamos las preguntas de
investigación que aborda este artículo. En tercer lugar presentamos una descrip-
ción de la metodología empleada y, posteriormente, presentamos los hallazgos y las
interpretaciones, finalizando con las conclusiones del trabajo realizado.

2. Pensamiento algebraico y generalización

Se ha constatado que la adquisición del dominio y la comprensión del lengua-
je algebraico es una cuestión problemática para los estudiantes ([1], [3], [14], [15],
[25], [32]). Desde una aproximación semiótica, se considera que los estudiantes están
pensando de un modo algebraico cuando actúan para llevar a cabo las acciones que
requiere una tarea de generalización ([28, p. 258]). Desde esta aproximación, la ge-
neralización se alcanza cuando los estudiantes son capaces de identificar un patrón
común que proviene de algunos casos particulares y también son capaces de aplicar
esta característica común a otros casos particulares.

Pólya [26] considera la generalización como una actividad en la que se acumulan
ejemplos y se detecta y se sistematiza una regularidad. Esta idea de generalización
es la que Dörfler [9] denomina generalización empírica; parte del trabajo con ca-
sos particulares y está relacionada con la identificación de patrones y, en general,
el razonamiento inductivo. La vinculación entre la generalización y el razonamiento
inductivo ha sido puesta de manifiesto por Cañadas y Castro [5]. Estas autoras,
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partiendo de los trabajos de Pólya [26] y Reid [30], desarrollaron un modelo para
describir el razonamiento inductivo que emplean los estudiantes de educación secun-
daria en la resolución de tareas de generalización. Este modelo está constituido por
siete pasos: (a) trabajo con casos particulares, (b) organización de casos particulares,
(c) identificación de patrón, (d) formulación de conjetura, (e) comprobación de la
conjetura, (f) generalización y (g) demostración. En este modelo, el razonamiento
inductivo equivale a lo que Pólya [27] llama inducción. Diferentes autores, incluyendo
a Pólya, afirman que la generalización es un punto clave en el proceso de adquisición
del conocimiento matemático ([8], [24], [22]).

Una situación particular es la generalización que parte de un único ejemplo en
el que, con la indicación que corresponda e ignorando algunas características no re-
levantes, sirve de ejemplo genérico donde se puede «ver» lo general. Los ejemplos
genéricos constituyen representantes de una clase que incluye a un conjunto de ele-
mentos que comparten un patrón o regularidad. En este sentido, la generalización a
partir del ejemplo genérico requiere de una mayor abstracción que la que parte de
varios casos particulares ([19], [21], [31]).

Como se desprende de lo presentado hasta este momento, la generalización puede
verse como una «generalización de patrones», y esto ha hecho que se considere una
de las rutas destacadas para introducir a los estudiantes en el álgebra ([20], [29])
pero no la única. Por tanto, el álgebra no es la única forma de expresar un patrón
de forma general.

3. Representaciones en la expresión de la generalización

En Educación Matemática se distingue entre representaciones internas y exter-
nas en relación con las formas de expresar el conocimiento. Las representaciones
externas permiten expresar conceptos e ideas, haciendo visible las representaciones
internas que posee un sujeto respecto a cierto conocimiento, además de permitir la
comunicación respecto a dicho conocimiento ([10], [12]). En este artículo nos cen-
tramos en las representaciones externas que producen los estudiantes, aquellas que
tienen una traza o soporte tangible, incluso cuando este soporte presente un alto
nivel de abstracción, ya que son las que podemos observar.

Dentro de las representaciones externas, en la literatura se reconoce la utilidad de
las representaciones múltiples (e.g. [34]) en los procesos de construcción de esquemas.
Cañadas y Figueiras [7] distinguen dos tipos de representaciones múltiples: (a) repre-
sentaciones combinadas, que hacen referencia al uso de diferentes representaciones
(con el mismo significado que las representaciones múltiples) y (b) representaciones
sintéticas, que son representaciones múltiples con la condición adicional de que de-
ben ser consideradas como un todo conjunto para dar sentido a las respuestas de los
estudiantes.

Como hemos indicado anteriormente, el álgebra es una forma de expresar la ge-
neralización, pero no la única. Radford [29] distingue entre generalización algebraica
y aritmética. Según este autor, la generalización algebraica se apoya en la identifica-
ción de algo común que después es generalizado a todos los términos de la sucesión y
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que sirve como garantía para construir expresiones de elementos de la sucesión que
persisten más allá del campo perceptual ([29, p. 42]). La generalización aritmética
está asociada a la representación numérica. Los estudiantes que generalizan aritmé-
ticamente generalmente han identificado patrones y usualmente son conscientes de
que este patrón no es práctico para otros términos de la sucesión.

En el contexto de analizar el proceso de generalización en problemas que invo-
lucran sucesiones en un cuestionario escrito de resolución de problemas, Cañadas
y Castro [5] distinguen entre las representaciones numérica y verbal como dos for-
mas de expresar el término general de una sucesión. La primera concierne al uso
de símbolos, en los que cada término de la sucesión puede obtenerse sustituyendo
los símbolos por números particulares. La representación verbal se refiere al uso del
lenguaje oral para expresar la generalización. Queda abierta una cuestión relativa al
papel de la representación gráfica en el proceso de generalización y la expresión de
esa generalización. Es esta cuestión el foco principal de este trabajo.

4. Preguntas de investigación

Consideramos dos focos de interés para este artículo: (a) el proceso de generali-
zación que llevan a cabo los estudiantes de educación secundaria y (b) la expresión
de dichas generalizaciones. Dentro de estos focos nos plantemos indagar sobre:

la función que juega la representación gráfica en el proceso de generalización;
la forma en que los estudiantes expresan la generalización;
las características de la expresión gráfica de la generalización.

5. Metodología

5.1. Estudiantes

La muestra la constituyeron 359 estudiantes de 3.o y 4.o de ESO de cuatro cen-
tros públicos españoles. La mayoría de los estudiantes tenían entre 14 y 16 años. Los
centros fueron elegidos intencionalmente en tres provincias: Granada, Madrid y Te-
ruel. Seleccionamos las sucesiones lineales y cuadráticas como contenido matemático
para el trabajo de los estudiantes.

Para tener constancia de los conocimientos previos de estos estudiantes sobre
los objetos matemáticos sobre los que iban a trabajar, analizamos sus experiencias
educativas relativas a la generalización, la resolución de problemas, sucesiones y
álgebra. Realizamos este análisis a través de cuatro fuentes: (a) currículo nacional
español, (b) entrevistas informales a los profesores de los estudiantes, (c) libros de
texto utilizados por los estudiantes y (d) cuadernos de trabajo de los estudiantes.

El actual currículo español de secundaria [23] incluye el proceso de generalización
de manera explícita. Asimismo, alude al razonamiento como uno de sus principa-
les objetivos y contiene acciones relacionadas con el razonamiento inductivo como:
(a) identificar patrones numéricos, (b) encontrar estrategias para sustentar las argu-
mentaciones de los estudiantes y (c) formular y probar conjeturas.
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Los estudiantes con los que hemos trabajado en este estudio habían trabajado
previamente las sucesiones y problemas relacionados con ellas en los que se utiliza
razonamiento inductivo. Este tipo de problemas, por lo general, se presentaban me-
diante casos particulares expresados numéricamente y se daban indicaciones sobre
los pasos que había que realizar para llegar a resolverlos. Los estudiantes habían co-
menzado el estudio del álgebra entre uno y dos años antes de que la investigación se
llevara a cabo. La enseñanza incluía trabajo relativo a la interpretación de fórmulas
y expresiones algebraicas y ecuaciones de primer grado.

Consideramos, por todo ello, que estos estudiantes tenían la experiencia necesaria
como para que nos pudiéramos centrar en las preguntas de investigación planteadas.
Específicamente, los estudiantes tenían el conocimiento del contenido matemático
suficiente sobre sucesiones. Por otra parte, nuestro análisis de las experiencias educa-
tivas previas de los estudiantes nos mostró que no estaban acostumbrados a resolver
el tipo de problemas que se les plantean en esta investigación.

5.2. Problemas Propuestos y Procedimiento

Para llevar a cabo el estudio, elaboramos un cuestionario escrito compuesto por
seis problemas. Se pidió a los estudiantes que trabajasen de forma individual sobre
el cuestionario durante una hora. Los problemas fueron seleccionados de acuerdo
con el objetivo general de nuestro trabajo y teniendo en cuenta las características
que provienen de la realización del análisis de contenido ([11]) de las sucesiones de
números naturales: (a) tipo de sucesión, (b) sistema de representación utilizado en
el enunciado y (c) tipo de tarea propuesta ([4]). Se consideraron problemas que invo-
lucraban sucesiones lineales y cuadráticas. En su enunciado se utilizaron diferentes
sistemas de representación para las sucesiones. Considerando las sucesiones como un
tipo particular de funciones, tomamos en consideración los cuatro sistemas de repre-
sentación usados tradicionalmente para estas: (a) gráfico, (b) numérico, (c) verbal y
(d) algebraico ([13]). Los problemas permitían a los estudiantes trabajar sobre la in-
formación presentada a través de casos particulares que estaban expresados gráfica,
numérica o verbalmente en el enunciado. Además, cada problema estuvo centrado en
una tarea de generalización lejana ([33]), es decir, solicitaba un número de elemen-
tos imposible de obtener mediante recuento directo. Los casos particulares fueron
presentados en los problemas para incitar a los estudiantes a generalizar.

En lo que sigue, nos centramos en tres de los seis problemas que constituyeron el
cuestionario: los problemas 3, 4 y 5. En ellos, la acción específica que se solicita es
extrapolar. El problema 3 representa un ejemplo genérico. Se trata de un problema
que ha sido utilizado en diversas investigaciones desde el trabajo de Kühemann [16].
Los problemas 4 y 5 forman parte del tipo de tareas que se suelen proponer en
situaciones de reconocimiento de patrones.

Atendiendo a las variables de tarea consideradas, los tres problemas, presentan
las características que recogemos en la tabla 1.
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Sistema de Tipo de sucesión

Problema representación Lineal Cuadrática
3 Gráfico x
4 Verbal x
5 Numérico x

Tabla 1: Variables de tarea en los problemas 3, 4 y 5.

6. Resultados e interpretación

En primer lugar realizamos un análisis cuantitativo de datos para identificar
los pasos del razonamiento inductivo que habían seguido los estudiantes. Para ello,
tuvimos en cuenta el modelo de razonamiento inductivo de siete pasos mencionado
anteriormente ([5]). Analizamos la utilización de estos pasos por cada uno de los
estudiantes en las respuestas a cada uno de los problemas. El sexto paso del modelo
es la generalización. Considerando que la generalización puede ser alcanzada a partir
de patrones identificados en los sistemas de representación numérico, algebraico,
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verbal o gráfico, mostramos en la tabla 2 el número de estudiantes que expresaron
la generalización en los diferentes sistemas de representación.

Numérico Algebraico Verbal Gráfico

Problema 3 125 3 57 11
Problema 4 174 1 69 0
Problema 5 222 57 26 0

Tabla 2: Número de alumnos que utilizan cada sistema de representación.

6.1. Generalización aritmética

En los tres problemas, la generalización más frecuentemente utilizada por los
estudiantes fue la aritmética. Por ejemplo, en el problema 3, los estudiantes que
generalizaron aritméticamente llegaron a identificar el patrón general a partir de los
casos particulares y utilizaron este patrón general para calcular el número de baldosas
grises para el caso particular por el que pregunta el enunciado. Sin embargo, este
tipo de representación no les permitió obtener una expresión para cualquier término
de la sucesión.

6.2. Generalización gráfica

Los estudiantes no utilizaron la representación gráfica en el proceso de resolución
de los problemas 4 y 5. Sí lo hicieron en el problema 3, donde los casos particulares
fueron presentados gráficamente en el propio enunciado. Un ejemplo de la utiliza-
ción de la representación gráfica lo ilustramos en la figura 1. Cabe señalar que la
representación gráfica siempre se acompañó de otros tipos de representaciones; los
especificamos en cada caso.

Figura 1: Generalización expresada aritmética y gráficamente.

En la figura 1 se diferencian dos partes en el dibujo que realizó el estudiante.
En una primera, se distingue cómo el estudiante consideró los dos lados verticales
construidos por baldosas grises e identifica que estos lados permanecen con el mismo
número de baldosas grises, independientemente del número de baldosas blancas que
haya. La segunda parte del dibujo son las dos filas de baldosas grises que están por
encima y por debajo de las baldosas blancas. Esto parece indicar que el estudiante
interpretó que es necesario el doble número de baldosas grises que de baldosas blan-
cas. El estudiante expresó gráficamente el patrón de la sucesión, mostrando un caso
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particular diferente del que se muestra en el enunciado (para seis baldosas blancas
en vez de cinco).

Los puntos suspensivos de la figura 1 los interpretamos como que el estudiante
fue consciente de que el patrón observado en ese caso particular se podía aplicar
a otros términos de la sucesión. En este contexto, los puntos suspensivos podrían
ser interpretados como «repetiría esto tantas veces como sea necesario». Este es-
tudiante aplicó el patrón común a las 1320 baldosas de forma aritmética. Así, por
un lado, la representación gráfica ayudó al estudiante a alcanzar la generalización
y, por otro lado, el estudiante identificó el patrón común en la expresión gráfica
más allá del ejemplo genérico mostrado en el enunciado. Por esto, consideramos que
la generalización fue expresada gráficamente. Otros estudiantes fueron más allá de
la generalización gráfica y expresaron esa idea general verbal o algebraicamente.
Ilustramos esta situación con un ejemplo que mostramos en la figura 2.

Figura 2: Generalización expresada aritmética y gráficamente.

Como se observa en la figura 2, este estudiante hizo una representación gráfica
que recoge las características comunes a partir del ejemplo genérico del enuncia-
do, sin trazar las líneas que separan diferentes baldosas. El estudiante utilizó esta
generalización para calcular el número de baldosas que el problema requiere. Este
es otro ejemplo de generalización gráfica y aritmética donde el estudiante también
proporcionó una expresión verbal general para cualquier número dado de baldosas
blancas mediante el lenguaje natural. Algunos de los estudiantes utilizaron las repre-
sentaciones gráfica y algebraica conjuntamente para dar sentido a la generalización.
Presentamos un ejemplo típico de esta situación en la figura 3.

Figura 3: Generalización expresada gráfica y algebraicamente.

La figura hecha por este estudiante muestra cómo identificó los datos que per-
manecen constantes y los datos que cambiaban dependiendo del número de baldosas
blancas consideradas.

Las representaciones de los estudiantes mostradas en las figuras 1, 2 y 3 son
ejemplos típicos de los tres grupos en que clasificamos a los 11 estudiantes que ge-
neralizaron gráficamente en el problema 3, atendiendo a las representaciones que
utilizaron para expresar la generalización. En el primer grupo están los estudiantes
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que utilizaron los puntos suspensivos para notar que el dibujo podría continuar en el
sentido en que se indica. Estos estudiantes utilizaron representaciones combinadas
(gráfica y aritmética). Los estudiantes del segundo grupo utilizaron números parti-
culares en baldosas de diferentes tamaños (el tamaño de la baldosa es mayor cuanto
mayor sea el número). En el tercer grupo, los estudiantes identificaron cada baldo-
sa con el número 1 y el número de baldosas que depende del número de baldosas
blancas, que es representado por x. Los estudiantes de los grupos 2 y 3 utilizaron
representaciones sintéticas porque consideraron al menos dos representaciones como
un todo para dar sentido a la generalización que expresaron.

6.3. Generalización verbal

La mayoría de los estudiantes que alcanzaron la generalización en los problemas 3
y 4 lo hicieron verbalmente. Por ejemplo, una respuesta de un estudiante al proble-
ma 4 fue el resultado es el número de partidos que juega cada equipo con el resto de
los equipos multiplicado por dos.

6.4. Generalización algebraica

La mayoría de los estudiantes generalizaron algebraicamente en el problema 5.
Algunos de ellos propusieron una fórmula que les era familiar, tal y como reconocie-
ron. Entre ellos están los que utilizaron an = a

1

+ (n ≠ 1)d para calcular el número
en la posición que se requería. Esto pone de manifiesto la generalización algebraica
de estos estudiantes a partir de los casos particulares propuestos en el enunciado del
problema.

7. Discusión

En este trabajo, hemos identificado cuatro formas de expresar la generalización:
(a) aritmética, (b) gráfica, (c) verbal y (d) algebraica. La mayoría de los estudiantes
que alcanzaron la generalización, lo hicieron aritméticamente, en el sentido que lo
considera Radford [29]. Estos resultados concuerdan con los trabajos de Becker y
Rivera [2] y son consistentes con lo que podríamos esperar de los conocimientos
previos de los estudiantes.

De forma general, los resultados que hemos obtenido contribuyen a la compren-
sión del uso de la representación gráfica en la generalización, como era nuestro ob-
jetivo. Este tipo de representación ilustra lo que es común a todos los elementos de
una sucesión pero no proporciona una expresión general para cualquier término de
la sucesión. Los estudiantes parecen especialmente dispuestos a utilizar esta repre-
sentación para generalizar cuando está presente en el enunciado del problema, pero
no ocurre así en problemas en los que no se utiliza ese sistema de representación
en el enunciado. La representación gráfica de la generalización sirvió de ayuda a los
estudiantes a generalizar algebraicamente o verbalmente y así, utilizando esas ex-
presiones, obtener otros términos particulares de la sucesión por los que preguntaba
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el problema. Los estudiantes que han utilizado este tipo de representación, la usa-
ron en combinación con otros tipos de representaciones. En este sentido, podemos
considerar la representación gráfica como una forma de desarrollar el pensamiento
algebraico y de expresar la generalización verbal o algebraicamente. Esta idea com-
plementa los trabajos previos que están principalmente centrados en otras formas de
lograr la generalización mediante diferentes sistemas de representación ([5], [7], [29]).

La representación gráfica es suficiente, para algunos estudiantes, para responder
a las preguntas planteadas porque «ven» el patrón general en el dibujo. Sin embargo,
algunos de ellos regresan a la representación verbal cuando tratan de justificar sus
respuestas. Esta es la principal razón por la que la generalización verbal es frecuente
en estos problemas (véase la tabla 2).

Los estudiantes generalizaron algebraicamente con más frecuencia en el problema
donde los casos particulares estaban expresados numéricamente. Interpretamos esto
como consecuencia de la influencia del trabajo de clase. Solo un bajo número de es-
tudiantes generalizaron algebraicamente cuando los enunciados estaban presentados
en otras representaciones que no les eran familiares. En particular, la frecuencia más
baja de generalización se dio en el problema 4, que fue presentado en la forma menos
familiar para ellos. Esto sugiere que es más difícil para los estudiantes establecer una
relación entre el álgebra y problemas de generalización en contextos no numéricos
y que, de alguna forma, la idea de generalización no se trasfiere de un contexto a
otro. Es decir, que el hecho de que los estudiantes sean capaces de generalizar en un
contexto, no implica que sean capaces de generalizar en otros contextos.

Aunque, al igual que otros investigadores, hemos hecho un esfuerzo para identi-
ficar y describir diferentes tipos de generalización, una conclusión que obtenemos en
este artículo es que, en ocasiones, es difícil distinguir entre ellas. En la mayoría de
los casos en los que los estudiantes llegan a expresar la generalización gráficamente,
utilizan una representación combinada-múltiple o una representación sintética. Las
representaciones múltiples en la generalización parecen ser útiles para los estudiantes
al expresar la generalización. La distinción entre los dos tipos de representaciones
múltiples realizada por Cañadas y Figueiras [7] es una forma potente de describir
cómo los estudiantes alcanzan la generalización. El trabajo que aquí presentamos
muestra que la representación sintética aparece en tareas donde los casos particu-
lares del enunciado están expresados gráficamente. La representación gráfica puede
ser considerada la principal, en el sentido de que es la que promueve la aparición de
otras representaciones.

Como consecuencia práctica para la docencia, indicamos que sería deseable utili-
zar tareas en diferentes contextos para guiar a los estudiantes hacia el álgebra como
una forma de generalización. El trabajo con tareas de generalización comenzando
con casos particulares expresados en diferentes representaciones sería enriquecedor
para los estudiantes y fomentaría las capacidades de pensamiento algebraico por-
que podrían ayudarles a relacionar el álgebra con representaciones diferentes a la
numérica.
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