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Resumo

O objetivo deste estudo foi identificar caracteristicas da construcdo do significado de
periodicidade de fungdes trigonométricas por estudantes de um curso de Licenciatura em
Matematica. Se desenhou um experimento de ensino que contempla a caracterizacdo do
mecanismo cognitivo centrado na relacdo atividade efeitos em uma Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem - THA (hypothetical learning trajectory-HLT), segundo Simon, Tzur, Heinz, Kinzel
(2004), com uma taxonomia sobre os processos de generalizagédo a partir da ideia de abstracao
reflexiva de Piaget (1977), para identificar fatores que configuram a trajetdria de aprendizagem.
Os resultados indicaram uma trajetéria determinada pela coordenacéo em gerar um conjunto de
registros sobre a relacdo entre a acdo de modificar parametros relativos as fungbes
trigonométricas e estender a relagdo ao periodo de uma funcdo dada para expressar
analiticamente e geometricamente para casos gerais.

Introducao

Pesquisas educacionais recentes sobre aprendizagem tém se baseado em teorias cognitivas, muitas
das quais com foco neopiagetiano. Teorias dessa natureza tém fornecido subsidios significantes e
promissores para o desenvolvimento de metodologias, na busca por avan¢os na compreensao sobre
a evolucdo do conhecimento humano. Essas teorias e pesquisas podem embasar tomadas de
decisdo no dia-a-dia da sala de aula.

Em particular, em relagdo aos conhecimentos trigonométricos, sdo varios 0s conceitos a serem
construidos que devem anteceder a abordagem das fungdes seno, cosseno e tangente; Por exemplo:

priorizar o ensino das relacbes métricas no triangulo retangulo e das leis do seno e do cosseno por
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serem ferramentas essenciais a serem apropriadas previamente pelos alunos para melhor
compreensdo das funcdes.

Neste artigo, a partir da ideia de caracterizacdo do significado de periodicidade de fungbes
trigonométricas, investigamos em um experimento de ensino, como os alunos de Licenciatura em
Matematica constroem e consolidam o conceito de periodicidade.

O Desenho do Experimento

A investigacdo desenvolveu-se em um processo de formacdo inicial no qual se aplicou um
experimento de ensino sobre fungdes trigonométricas usando o Software GeoGebra em uma
relacdo entre a atividade efeito com o uso de lapis e papel em um entorno tecnoldgico, cujo objetivo
foi compreender a caracterizacdo do conceito de periodicidade em func@es trigonométricas. O
processo formativo foi desenvolvido na Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul-UEMS, no
Curso de Licenciatura em Matemaética, da Unidade Universitaria de Nova Andradina. Dezesseis
académicos de ingressantes no Curso participaram do experimento de ensino sobre funcgdes
trigonométricas, que teve duracdo de 12 se¢des de 50 minutos divididos em quatro médulos cada
um.

A pesquisa foi qualitativa, de natureza descritiva e interpretativa, com caracteristicas da pesquisa-
acdo e elementos do Design-Based Research (DBR) proposta por Coob, Confrey, Disessa, Lehrer
e Schauble (2003). Esse tipo de investigacdo (DBR) permite ajustes tanto no processo formativo
quanto no investigativo e os experimentos de ensino sdo desenhados de modo a se adequarem ao
grupo pesquisado, o0 que atendeu aos interesses desta pesquisa. Durante as se¢des do experimento
de ensino foram capturadas as telas com as tarefas realizadas pelos académicos, assim como
dialogos e producdes escritas, com o programa Gadwin Print Screen.

Para a construcdo e consolidagdo dos conceitos 0 experimento de ensino foi organizado
considerando uma THA com tarefas envolvendo elementos algébricos das representacoes
analiticas dos conjuntos estruturais e recursos tecnolégicos. As tarefas dos mddulos se articularam
a partir dos seguintes pontos:
v" Conceito de fungdo trigonométrica e sua relacdo com o ciclo trigonométrico (tarefa I);
v' Exploracdo e conjecturas na validacdo entre o argumento de funcdo trigonométrica e sua
definicdo com o uso da tecnologia (tarefa I1);
v Exploragdo grafica com o Software GeoGebra e ampliacdo das definicbes e propriedades de

funcéo periddica as funcgdes trigonométricas (tarefa I11).
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Taxonomia para a Generalizacéo

A primeira dimensdo do modelo de analise foi suportada pela taxonomia SOLO (Structure of the
Observed Learning Outcomes), Estrutura dos Resultados de Aprendizagem Observados, que surge
como base do enquadramento conceitual permitindo explorar o crescimento cognitivo dos alunos.
Para Biggs e Collis (1982), a ideia de abstracdo reflexiva de Piaget (1977) e alguns dos atributos
da teoria dos estagios de desenvolvimento foram considerados como pressupostos tais como: (i) a
existéncia de uma sequéncia de desenvolvimento cognitivo; (ii) a compreensdo em niveis
particulares de desenvolvimento; (iii) padrdes de desenvolvimento e (iv) graus de proficiéncia na
assimilacdo de certo tipo de experiéncias.

Aqui a qualidade da aprendizagem néo é vista apenas como a classificacdo qualitativa que um
aluno obtém quando responde a uma questdo, mas também como o processo qualitativo de
producdo dessa resposta (raciocinio matematico) utilizando fatos, conceitos e capacidades.

Esta taxonomia SOLO, desenvolvida por Biggs e Collis (1982), estabelece cinco estagios de
compreensao classificados por ordem crescente de complexidade: (i) Pré-estrutural; (ii) Uni-estrutural;
(iii) Multi estrutural; (iv) Relacional e (v) Abstrato. Estes modos de pensamento sdo importantes, mas
ndo fornecem informacao suficiente para explicar como a complexidade do pensamento matematico
ocorre em cada modo ou o que é necessario acontecer de forma que as ideias matematicas progridam
para modos mais elevados observando as diferengas existentes entre experiéncias de aprendizagem e
experiéncias de repeticao.

A Trajetéria Hipotética de Aprendizagem e a Construcao do Conceito de Periodicidade

Nossa hipdtese € que os estudantes, depois de tratarem e compreenderem as indicacdes e questes
das tarefas, se familiarizem com o applet e realizem a¢fes experimentais de forma geométrica e
analitica (ver Quadro 1). Estas acBes deverdo ajudar a relacionar o efeito sobre a expressao
analitica ao modificar as representacfes geométricas e vice-versa. Na sequéncia os estudantes, ao
modificarem os periodos e dominios das fun¢bes, novamente podem observar o efeito dessas
modificacbes na representacdo geométrica e vice-versa. Além disso, podem buscar outros
exemplos para comparar hipéteses e conjecturar propriedades.

Esperamos que, a partir destas agfes, os alunos infiram as propriedades do tipo analitico e
geométrico, coordenando as duas linguagens. Neste sentido, entendemos que 0s processos de

reflexdo sobre as acGes com o estudo da periodicidade de diferentes fungdes podem auxiliar os
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estudantes a estenderem as defini¢cbes e propriedades de funcdo periddica (ja conhecidas) as

funcbes trigonometricas.

No quadro abaixo explicitamos e relacionamos as linguagens geométrica e algébrica selecionadas

no experimento de ensino.

Quadro 1: Relagdo entre as linguagens algébrica e geométrica nas tarefas propostas

Atividades Geomeétrico Algébrica Acles
Tarefa 1: Representacdo Geomeétrica da | Representacdo Digitar no
Caracterizacdo | funcdo seno e cosseno. algébrica de f(x)=sin x | software
da aplicacéo A projecdo de dois angulos, por | e g(x)=cos a = y/r, no | GeoGebra as

exemplo, 0€1°Q e Be2°Q, tal | circulo trigonométrico | fungBes seno e
quep=n—a (raio 1). C0SSeno
Tarefa 2: Projecdo para o0 estudo da | A periodicidade € | Conjecturar e
Definicdo da variagdo f(x) =y =sinx | valida em funces | validar as
funcdosenox | g(x) =y = cosx, para | trigonométricas, e | propriedades no
para circulo de | 0<x<2 . como definir suas | ciclo
raio 1 inversas trigonométrico

Tarefa 3:
Determinacéo
do argumento
de funcGes
trigonométricas

Representacdo Geométrica de
uma fungdo f: R— R periodica
de periodo T (Ou seja, de uma
fungdo tal que f(x +t) = f(x)
para todo xeR.

Se T é um periodo para uma
fungdo f, entdo 2T também ¢é
periodo pois

fx+2T)=f(x+t) = f(x).

Mostrar que a funcao é
periddica se existir um
namero real p, p>0, tal
que f(x+p)=f(xn),
para todo x de seu
dominio.

Movimentar um
ponto P sobre a
circunferéncia no

sentido anti-
horario até
completar a tabela
e o grafico

Fonte: Acervo dos autores

Os estudantes também podem estender algumas defini¢des como o conceito de periodicidade para
0<x<2 7w em qualquer funcdo trigonométrica. Neste sentido mostramos cada uma das tarefas e o
gue esperamos em consonancia da taxonomia de SOLO.

v Tarefa 1. Caracterizacdo da funcéo trigonométrica
Esta tarefa objetiva gerar um conjunto de registros sobre a relacdo entre a agdo de modificar
parametros relativos as funcdes seno e cosseno e o efeito produzido.
Consideremos a funcdo seno do angulo a, definida por sin o = y/r, num circulo trigonométrico de
raio r=1. Ent&o, temos sin o = y.

v' Tarefa 2. Periodicidade e uma funcéo
O objetivo da tarefa 2 é associar o conceito de periodicidade de uma funcdo trigonométrica

conjecturando suas propriedades. Além disso, observar que as respectivas inversas ndo sdo

148



injetivas quando se toma o dominio R das func¢des trigonométricas — ou seja, para um determinado
argumento das func@es trigonomeétricas inversas, estas devolvem como solu¢do uma infinidade de
angulos possiveis, separados de um numero inteiro de periodos da funcao trigonométrica original
(2m no caso do seno, cosseno, secante e cossecante, e w no caso da tangente e cotangente). Desse
modo, é necessario restringir o dominio da funcédo trigonométrica para entao definir a sua inversa.
Por exemplo, deve-se escolher uma restricdo do dominio da funcéo seno tal que os seus elementos
representem todos os valores possiveis da imagem da funcdo seno.
v' Tarefa 3: Estender o conceito de periodicidade.

O objetivo da tarefa 3 € levar os alunos a estender e fazer inferéncias. A partir do estudo do periodo
das funcBes seno ou cosseno levar os alunos a concluirem que a periodicidade pode ser estendida
as demais fungdes trigonométricas, generalizando as suas propriedades, sejam ela algébricas ou
geomeétricas.

Na figura 2, apresentamos um dos applets utilizados na tarefa 3. Suponhamos que P=A e, P se
movimenta sobre a circunferéncia no sentido anti-horario até completar uma volta completa no

ciclo, enquanto isso o gréfico da fungéo seno é tracado.
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Figura 3: Imagem do applet funcdes trigonométricas para o estudo de periodicidade
Fonte: Figueiredo, 2015, pag.231.

Na mesma atividade os alunos exploraram outro applet disponibilizado com um recurso a mais,
de forma a caracterizar e generalizar suas conjecturas e afirmac6es sobre o conceito abordado (Ver

figura 3)
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Figura 4: Applet para estudo e conjé’ctura das definicBes e propriedades trigonométricas
Fonte: Figueiredo, 2015, pag.151.

Com este applet, os alunos puderam conjecturar e validar a definicdo de funcdo periddica, ou seja,
a funcdo f(x) é periddica se existir um namero real p, p>0, tal que f(x + p) = f(x), para todo x
de seu dominio. O menor nimero positivo p que satisfaz essa condi¢cdo ¢ denominado periodo da
funcdo. Assim, podem estender o conceito de funcdo periddica no caso de uma funcdo que é
trigonométrica, o que significa dizer que, no caso de uma funcdo como f(x)=sin X, a curva obtida
no intervalo [0,2xn] vai se repetir a cada intervalo 2z. Neste outro applet o aluno poderia
conjecturar, entre outros, também sobre o comportamento de uma funcgéo trigonométrica modular
e seu periodo. Em geral, o aluno verifica que kT é um periodo, onde k € um numero inteiro.
Destacamos, no quadro 2, os tipos de generalizagdes esperadas.

Quadro 2: Tipos de generalizacdes esperadas na tarefa de periodicidade

Tipos de Tarefa: periodicidade
generalizagOes
Relacionar O pensamento geométrico sintetizando e utilizando a linguagem de

figuras geométricas com suas representacdes graficas e analiticas,
ou seja, objetos geométricos que expressam analiticamente a
representacdo geomeétrica e vice-versa.

Estender A partir de casos particulares, estender ao caso geral. A relagéo entre
0 periodo de uma funcdo seno (expressado analiticamente e
geometricamente)

Definir Conjecturar e definir as propriedades (algébricas ou geométricas).
Afirmar Afirmar identificando as propriedades alem dos casos particulares
tais como, estender definicdes como o conceito de periodicidade
para 0<x<2 m em qualquer funcao trigonometrica.

Fonte: Acervo dos autores

Andlise e Discussao dos Dados
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Os dados foram transcritos a partir das comunicacgdes orais das se¢des que foram ilustradas com a
captura das telas dos computadores dos alunos, em seguida as indicacdes das acdes realizadas em
cada cena com o software e applets.

Para analise, cada uma das se¢des com os alunos foi considerada uma unidade de anélise. A cada
uma delas foi associado um tipo de acédo, segundo a taxonomia de SOLO, seja de generalizacao ou
0 produto da generalizacao.

Para analisar as respostas de alunos as tarefas 1, 2 e 3, no tocante a periodicidade, utilizamos a
Taxonomia SOLO para identificar o tipo de pensamento exibido pelas respostas de estudantes,
submetidos as tarefas sobre periodicidade em func@es trigonométricas. Nesse artigo relacionamos
0s Quadro | e 1l para analise da Tarefa 3.

Por fim, apresentamos a categoriza¢do em cada um dos itens da Taxonomia de SOLO.

A modelacéo das agdes dos estudantes

Investigamos nas respostas dos alunos se nos dialogos havia referéncia e se compreendiam o
conceito de periodicidade de uma fungdo trigonométrica com um indicador completo de
informagdes generalizadas sobre o processo de construcdo. O excerto da fala de um dos alunos, ao

explorar o primeiro applet, nos permite observar quando tenta entender e interiorizar o conceito.

Aluno: Seremos capazes de encontrar a forma algébrica disto?

<referindo-se ao grafico plotado e a expressao algébrica anotada em seu caderno>

Aluno: Se eu movimentar esse ponto P no ciclo aqui vejo o comportamento do gréafico ao lado. Seria
isto mesmo? O Periodo é o intervalo da fungdo aqui! Que na circunferéncia é 2z, e no gréfico estd em
“x”. E aqui vejo que a hora que o ponto P chega em 27 no ciclo o periodo também se completa.

O discurso de generalizacdo do aluno, coloca em um momento particular e geral para o conceito.
Sua estratégia que usa as anotagdes para criar 0 contexto no applet ao qual pode conjecturar as
observacGes geomeétricas no grafico observando o ciclo. Podemos interpretar que o aluno
interioriza o conceito de periodicidade, e segundo a taxonomia SOLO, ele relaciona e identifica
informagdes relevantes para que os conhecimentos envolvidos de forma a relacionar o0s
conhecimentos entre si.

No segundo applet descrevemos a generalizacao realizada pelo mesmo aluno:

Aluno: bom agora este ao habilitar as funcbes vejo que posso modificar tanto o periodo como a
amplitude. A Unica ddvida é como vou transportar as defini¢6es aqui?

Se referindo as definigdes.

Quando movimento “ ndo altera em nada o periodo sd sobe e desce.

< Se referindo ao deslocamento vertical do grafico em relacéo ao eixo y>

Aluno: E quando movimento o “d” também ndo altera, mas tem um deslocamento no eixo x somente.
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As observacdes do aluno foram capazes de adiantar-se aos resultados nos casos possiveis da funcéo

Seno.

Aluno: agora sim, quando dizemos que 2= é o periodo da fungéo f(x)=sin x, estamos falando do periodo
“fundamental” que diz aqui no caderno.

<se referindo a teoria e defini¢do registrado em seu caderno >

Aluno: Mas, para um angulo a + 21, a funcdo toma o mesmo valor que para o angulo a, e
também esta em crescimento2. O mesmo se passa para outro angulo B + 21, relativamente
a 2. Ou seja, ao fim de uma volta completa os valores de seno repetem-se.

< se referindo a teoria e definicdo registrados e anotados em seu caderno>

O mesmo se passa para a fungdo cosseno, como se podera facilmente verificar.

Observamos que nos didlogos acima os estudantes foram capazes de manifestar adiantando os
resultados e associar o conceito de periodicidade em uma funcdo trigonométrica. O processo de
construcao no primeiro didlogo o estudante realizou o processo pré-analitico a partir das figuras
geomeétricas plotadas no gréfico, realizando verbalizaces e interacGes para resolver a tarefa. No
segundo dialogo se tratou em caracterizar a participacdo do aluno no contexto da manipulacéo do
Ponto P do grafico e conjecturar (validar as propriedades).

Na terceira etapa e Gltima se tratou de estabelecer se os estudantes utilizaram corretamente as
defini¢des algebricas para validar e conjecturar o conceito de periodicidade em uma fungéo
trigonométrica.

A andlise permitiu constatar que a atividade dos alunos em contexto tecnoldgico, integrando
diferentes representacfes inter-relacionadas, ajudou os alunos a avangcarem na construcdo do
conceito de periodicidade em funcgdes trigonométricas, de forma que a interacdo e o dinamismo
das acdes de relacionar, buscar e estender facilitaram a coordenagéo interna entre as representacdes
analiticas e geométricas. Neste sentido a investigacdo confirma que o uso simultaneo de
representacdes geomeétricas e algébricas dindmicas em atividades interativas podem auxiliar a
avancar na compreensdo e na construcdo de conceitos matematicos
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