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Resumen: 

El estudio matemático de la histéresis magnética que proviene de los materiales ferromagnéticos 

no es muy común y aparecen muy pocos reportes en la literatura vigente. Tal vez, esto es así 

porque el ciclo de histéresis muestra una forma poco convencional para que se ajuste una función 

matemática sencilla y pueda modelarlo con solo encontrar unos pocos parámetros. Existen 

algunos trabajos que han mostrado un avance usando funciones sigmoides como base de la 

modelación del ciclo de histéresis.   

El presente trabajo tiene por objetico presentar un análisis completo de un tipo particular de 

funciones sigmoides, que a nuestro criterio, permitan ajustar el ciclo de la histéresis magnética 

para distintos casos de materiales. Se pretende mostrar como variando los parámetros fijos de la 

función elegida  podemos modelar la histéresis magnética obtenida experimentalmente. Así se 

buscará una base teórica para distintos ciclos que permiten dar cuenta de datos  que resulten de 

interés en el estudio de materiales ferromagnéticos. 

Finalmente pretendemos comparar nuestros resultados con los obtenidos de algunas de las teorías 

vigentes basadas en otro tipo de función sigmoidea, dejando un espacio abierto para discutir si el 

resultado es relevante y ha aportado un avance real al modelado en cuestión. 

 

Introducción 

El análisis de las funciones matemáticas definidas en una variable real generó una abundante  

literatura a lo largo de la historia.  Esto permitió no sólo modelar un gran número de hechos físicos, 
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sino también proporcionar una gran información en el momento de abordar trabajos de mediciones 

con parámetros fijos y variables.  

En la mayoría de las aplicaciones de materiales ferromagnéticos, las propiedades magnéticas son 

más convenientes expresarlas como curvas de magnetización o familias de ciclos de histéresis. La 

ausencia de un modelo cuantitativo adecuado del comportamiento de estos materiales ha 

provocado mucha dificultad, tanto en la comprensión del proceso magnético como en la 

descripción de la variabilidad de la magnetización con otros parámetros, tales como la fatiga o la 

temperatura. 

Aunque no hay una forma totalmente general de representar un ciclo de histéresis en materiales 

ferromagnéticos, sí existe una forma de ciclo que se reproduce con frecuencia en la práctica. A 

esta forma se la denominaremos  "ciclo sigmoideo" representado por dos funciones sigmoideas 

que han sido discutidas por Craik y Tebble. Su forma general se muestra en la figura 1, 

   

 

 

 

En 

esta 

presentación vamos a mostrar como un determinado grupo de funciones, que en colectivo 

académico se la denominan “sigmoides” o “sigmoideas” permiten modelar el ciclo de histéresis de 

un material ferromagnético al ser éste sometido a un campo magnético externo.   Estas funciones 

que se definen en el cuerpo de los números reales con forma de “S”, y de ahí su nombre, se las 

pueden expresar por medio de diferentes fórmulas. Pero nosotros para el presente trabajo 

utilizaremos la denominada función generatriz que viene dada por la expresión, 

                                             dxcbaxxf  tanh)(                                                        1  

Asimismo, y antes de llevar a cabo el ajuste de la función al ciclo de histéresis, comenzaremos con 

un estudio matemático analítico para la función elegida.  

Análisis Matemático de la función  

Las propiedades y caracterización analíticamente la función sigmoidea vienen dadas  por  los 

parámetros fijos, a, b, c y d  que son los números que establecen la forma específica de cada función 

y de ahí su importancia para esclarecer el modelo que mejor se adecue al ciclo de histéresis 

Figura 1. Dos funciones sigmoideas que configuran un ciclo cerrado simétrico que denominaremos ciclo sigmoideo. 
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ferromagnética. En el anexo I se pueden observar la variación de la función sigmoide al fijar tres 

de estos parámetros y variar el cuarto. 

Acotación y continuidad. Toda función sigmoidea está acotada por dos asíntotas. Estas asíntotas 

se pueden encontrar siguiendo la teoría básica del cálculo diferencial sobre la lateralidad de límites. 

Para el estudio vamos a considerar a la  función sigmoidea  de dos maneras diferentes:   

Con a = 0: En este caso se puede observar que la función presenta dos asíntotas horizontales en 

by    e  by   .                                                                                                                                                                                   

Con a  0: En esta otra situación la función presenta dos asíntotas oblicuas que resultan ser,  

b)(1  axxAs  y  b-)(2 axxAs  . 

Ritmo de cambio y puntos críticos. El estudio del ritmo de cambio de la curva sigmoidea permite 

buscar puntos críticos con el fin de validar la representación del parámetro “d”. Parámetro que 

expresa la inflexión de la curva, es decir el cambio de concavidad. Utilizando el criterio clásico 

para encontrar puntos críticos, la derivada segunda de la función viene dada por, 

     





  dxcbdxcbcxf 2tanh1.tanh22)(''  

si procedemos a obtener la única raíz real, ésta resulta ser d . Será ésta positiva o negativa cuando 

según anule el argumento de la tangente hiperbólica, que es el término que anula la segunda 

derivada.  Así la raíz de la segunda derivada resulta ser, 

      dxsidxcbdxcbc 





  2tanh1.tanh220    

Con el criterio de la tercera derivada podemos observar que resulta distinta de cero en la abscisa 

que se anuló la segunda derivada. Así quedó probado que la curva tiene un punto de inflexión real 

que marca el cambio de concavidad de la misma. 

Relaciones y proporciones entre los parámetros fijos. 

Definición de la curva como ciclo.  

En este apartado vamos a definir un ciclo completo que genera la función sigmoidea. Para esto 

partimos de la simetría que se establece de la función en términos de sus parámetros fijos. Esta 

simetría debe respetar no solo su imagen especular respecto al eje de las abscisas sino también al 

de las ordenadas. De esta manera, el valor de “d”, es el único,  que como ya demostramos supra,  

controla el punto de inflexión de la curva, y por ende su simetría cada vez que se mantengan fijos 

los demás parámetros. Si procedemos ahora a tomar dos curvas sigmoideas con  parámetros “d” 
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opuestos, estas generan el ciclo buscado, donde se puede apreciar un área cerrada como se muestra 

en la figura 2, 

 

 

 

 

 

 

 

De esta manera, para formar un ciclo 

sigmoide se utilizarán dos funciones sigmoideas como se especifican a continuación, 

                                                                 
  
  









 x

dxcbax

dxcbax
xf

tanh

tanh
)(                                              

)4(  

Es menester aclarar que esta función no es una función a trozos sino son dos funciones que se 

acoplan para definir el ciclo buscado. Es decir, cada función con su correspondiente “d” expresa 

la mitad del ciclo. 

Aproximación asintótica y acople.  

El acoplamiento entre dos funciones sigmoides, está directamente definido por las asíntotas que 

describimos anteriormente y su relación con los parámetros fijos como mostraremos a 

continuación. Cuando nos referimos al acople nos proponemos encontrar el punto de abscisa que 

proyectado en la función establezca una aproximación a la asíntota con cierto porcentaje de error 

pre-establecido. Así buscaremos una fórmula que relacione los parámetros fijos y que presente un 

acople con una exactitud del 99,9%. Para ello consideramos una función sigmoide con a = 0, es 

decir, 

  dxcbxf  tanh)(  

cuya asíntota horizontal viene dada por by  . Así buscamos el punto de abscisa   que  contemple 

una exactitud del 99,9% en la aproximación de entre )(xf  y bf )( . Así,                                                    

                                                   dd
c





c

3,8
 

)999,0(1tanh
                                        

)5(                                                                                                                                

Esta fórmula así definida, en términos de sólo dos de los parámetros fijos, permite conocer el valor 

de abscisa con la exactitud que mencionamos. Es importante destacar que el cálculo también pudo 

obtenerse con la función cuyo argumento  es el opuesto del considerado en la fórmula )5( . Se 

   Figura 2. Área encerrada por un ciclo sigmoideo. 
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puede aclarar que, bajo el mismo error, no tiene sentido haber trabajado con a  0 ya que esta 

situación genera asíntotas oblicuas, y en consecuencia el valor de   a obtenerse es de inferior 

valor numérico que el obtenido por la fórmula )5( . Es decir, que esta fórmula impone una cota, en 

módulo, para los casos de ciclos sigmoides que exhiban asíntotas oblicuas. En la figura (3) se 

pueden observar dos ciclos sigmoides, uno con  a  0,  y otro con   a = 0. El valor   resulta menor 

en el caso de la asíntota oblicua, independientemente del ciclo considerado. Concluimos que la 

exactitud del ciclo en la oblicua se mejora notablemente, y no tiene sentido buscar otra fórmula 

para hallar el valor de   . 

 

 

 

 

Modelización y ajuste de la función sigmoidea a la curva de histéresis   

Ahora vamos a establecer un ajuste por las relaciones y proporciones que se dan entre los 

parámetros de la función sobre mediciones obtenidas empíricamente. Hay que tener en cuenta que 

estos parámetros pueden variar de la forma,  dycba 1,1,0 . 

De esta manera pretendemos obtener información precisa de algunas de las magnitudes 

significativas que derivan de la histéresis y dejando por sentado que no perseguimos dar un nuevo 

modelo de dicho ciclo.  En este trabajo presentamos solo dos magnitudes que derivan directamente 

del sistema sintáctico presentado. 

- El campo coercitivo y el campo remanente derivados de los parámetros y forma de la 

función sigmoidea. 

Para poder modelar el ciclo de histéresis ferromagnética partimos de la ecuación (1), donde la 

magnetización ferromagnética del campo inducido viene dada por xH   y el campo remanente 

queda definido por )()( HBxf  .Luego el modelo del ciclo sigmoideo definirá el ciclo de 

histéresis de forma general, 

  dHcbaHHB  tanh)(  

 

Cuando 0)( HB el campo coercitivo está dado por cH ,  
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Figura 3. Los valores de abscisas  para una misma aproximación resultan  siempre de menor valor absoluto en el caso que la función 
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   dcHcbcaH  tanh0  

 

Si a su vez el termino lineal “a” es nulo, las asíntotas serán horizontales y cH  quedará definido 

por el parámetro “d” resultando, 

                                                                            dcH                                                                          

)6(  

 

Luego el campo remanente rB vendrá dado para 0cH , y siendo,      

 cdbrB  tanh  

 
Por otro lado si el termino lineal “a” no es nulo, la asíntotas no serán horizontales, entonces para 

calcular el cH  debemos considerar, 

                                                               dcHcbcaH  tanh0                                                  

)7(  

 

Luego de operar algebraicamente con relaciones hiperbólicas, ver anexo II, y realizar una 

aproximación lineal se puede observar que cH  viene dado por,  

           
b

adc
b

acdbca
ac

b

ac

acdbca
cH

242222
2

1)(

2

1



                   )8(  

La raíz negativa de la ecuación (8) no tiene sentido y por ende se descarta. Asimismo se han tomado 

varios casos particulares de ciclos de histéresis cuyas gráficas han arrojado un valor del campo 

coercitivo con un error cuadrático del orden de 10-3.  Es importante tener en cuenta que este error 

se obtuvo con sólo una  aproximación lineal.  

- El cálculo del área de la histéresis sigmoidea, como magnitud física de la dureza 

magnética del material. 

El área encerrada entre las dos curvas, que conforman el ciclo de histéresis ferromagnética, 

representa la dureza magnética del material en cuestión. Dicha área se puede calcular fácilmente 

con la expresión, 

                                                                         bdÁrea 4                                                                            

)9(  

Una manera práctica de aceptar la fórmula )9( surge suponiendo que “c” toma un valor elevado 

como se quisiera, lo que convierte al ciclo en un rectángulo de dbase 2 y baltura 2 ,  Asimismo 
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se en el anexo IV se puede ver la validación formal de dicha fórmula sin necesidad de hacer esta 

última consideración sobre el valor de “c”. A continuación en la figura 4, 

 

 

 

 

  

Ahora bien, sabiendo que el área entre curvas no cambia si variamos los parámetros “a” y “c”, 

como se ve en la figura 5, podemos afirmar que el área se mantiene constante independientemente 

de los otros parámetros.  

 

 

 

 

 

 

 

Así 

podemos afirmar que se 

puede extrapolar la fórmula )9(  para cualquier caso del modelo de ciclo ya explicado. 

Conclusiones 

El análisis de los parámetros fijos de la función sigmoidea nos permitió establecer la variación de 

la forma de un ciclo sigmoideo. Estos parámetros permitieron una muy buena modelización de la 

histéresis ferromagnética. Así, pudimos solapar dos curvas sigmoides con un error de 99,9% de 

exactitud. Luego, teóricamente validamos el procedimiento utilizado basándonos en el ritmo de 

cambio de las curvas. Asimismo establecimos las relaciones entre los parámetros mencionados y 

estimamos una fórmula  para calcular, con cierta aproximación, el valor del campo coercitivo y 

remanente del ciclo de histéresis. 

Las fórmulas (6) y (8) dan cuenta del cálculo con un error determinado por la aproximación lineal 

utilizada Aproximación que se puede mejorar al aumentar el grado del polinomio interpolador. 

Finalmente, en función de los resultados obtenidos, encontramos una aproximación del área del 

ciclo de histéresis. Se observó que el área no depende de los parámetros “a” y “c” y conjuntamente 

pudimos obtener una fórmula muy sencilla basada en el cálculo del campo coercitivo. El obtener 

un buen resultado del área del ciclo de histéresis permite dar con un adecuado valor de la dureza 

Figura 4. Se puede observar un ciclo de histéresis para un valor c = 100. El mismo se torna casi rectangular. 

Figura 5. Dos ciclos sigmoides  muy diferentes pero con igual área.  
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ferromagnética de los materiales. De ahí la importancia de la búsqueda de un modelo adecuado 

para el ciclo, tarea que recién comienza.  
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Parámetros fijos. La opción de función sigmoidea considerada presenta cuatro parámetros fijos. 

A continuación vamos a caracterizarlos, fijando tres y variando uno.  

 

Parámetro  (d): Éste valor determina el punto de inflexión de la curva. La figura 1 se presenta la 

función sigmoidea con la variación de este parámetro previa fijación de los demás.  Asimismo se 

especifican sus valores en la tabla 1, 

 

                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Parámetro  (c): Este parámetro controla la razón de cambio en el eje de las abscisas. La Figura 2  

presenta la variación de este parámetro previa fijación de los demás.  Asimismo se especifican los 

valores en la tabla 2, 

 

 

 

 

 

 
Parámetros fijos  

a b c d 

1 1 1       0.5 

1 1 1       1.0 

1 1 1       1.5 

1 1 1       2.0 

1 1 1       2.5 

Parámetros fijos  

a b c d 

1 1 0.70 1 

1 1 1.00 1 

1 1 2.00 1 

1 1 10.00 1 

1 1 100.00 1 

1.0 2.0

-1.0

1.0

2.0

y = x+tanh(1(x-1))

y = x+tanh(100(x-1))

y = x+tanh(2(x-1))

y = x+tanh(10(x-1))

y = x+tanh(0.7(x-1))

1.0 2.0 3.0 4.0
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4.0

y = x+tanh(x-0.5)

y = x+tanh(x-1)

y = x+tanh(x-1.5)

y = x+tanh(x-2)

y = x+tanh(x-2.5)

                    Tabla 2. Variación del parámetro c. Figura 3. Cinco casos que muestran la variación del parámetro c. 

        Tabla 1. Variación del parámetro d. Figura 1. Die casos que muestran la variación del parámetro d. 
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Parámetro (b): Este parámetro controla la razón de cambio en el eje de las ordenadas. La figura 3  

presenta la variación de este parámetro previa fijación de los demás. Asimismo se especifican los 

valores en la tabla 3, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Parámetro  (a): Este parámetro controla linealmente las asíntotas.  A continuación en la figura 4 

se presenta la variación de este parámetro previa fijación de los demás. Asimismo se especifican 

los valores en la tabla 4, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Parámetros fijos  

a b c d 

1 0.5 1 1 

1 1.0 1 1 

1 2.0 1 1 

1 3.0 1 1 

1 5.0 1 1 

Parámetros fijos  

a b c d 

0.50 1 1 1 

1.00 1 1 1 

1.50 1 1 1 

2.00 1 1 1 

3.00 1 1 1 
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y = x+0.5tanh(x-1)

y = x+tanh(x-1)

y = x+2tanh(x-1)

y = x+3tanh(x-1)

y = x+5tanh(x-1)

-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

-10.0

-9.0

-8.0

-7.0

-6.0

-5.0

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0
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y = 0.5x+tanh(x-1)

y = x+tanh(x-1)

y = 1.5x+tanh(x-1)

y = 2x+tanh(x-1)

y = 3x+tanh(x-1)

        Tabla 3. Variación del parámetro b. Figura 3. Cinco casos que muestran la variación del parámetro b. 

      Tabla 4. Variación del parámetro a. Figura 4. Cinco casos que muestran la variación del parámetro a. 
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Anexo II. 

En este aparado demostraremos como obtener una  fórmula para calcular el campo coercitivo 

cuando aparecen en el ciclo de histéresis asíntotas oblicuas, es decir cuando  dcH  . Dada la 

trascendencia de la función sigmoide  usaremos, para nuestro objetivo, una aproximación lineal  

con un polinomio de Taylor de primer orden para obtener una estimación aceptable del cH , 

                                     ))(tanh(0)( dHcbaHHB ccc                                          1  

Transcribiendo la tangente hiperbólica en forma exponencial se obtiene, 

1

2
1)tanh(

2 


xe
x  

Así resulta,  














1

2
1))(tanh(

)(2 dHcc
ce

bdHcb  

Luego la ecuación (1) se puede expresar en forma exponencial como, 
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Operando algebraicamente, 

  211
)(2













c

dHc
H

c

a
e c  

  211)(21 







 cc H

c

a
dHc  

02
22222








 
 cdcH

b

acdcba
cH

b

ac
 

Finalmente aplicando la resolvente se consigue, 

 

b

ac

cd
b

ac

b

acdcba

b

acdbca

cH
4

2
2

4

2

2
222

























 








 

























 








 


b

dac

b

acdcba

ac

b

ac

acdbca
cH

22
4

2

2

1

2

1
 



425 
 

Esta última fórmula permite obtener el campo coercitivo cuando aparecen asíntotas oblicuas en el 

ciclo de histéresis con el margen de error que arroja la aproximación lineal que se utilizó.  Margen 

que hemos estimado en forma numérica con el programa Excel. 

Anexo III.  

Demostración del cálculo del área encerrada por el ciclo. 
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