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Resumen:

El estudio matematico de la histéresis magnética que proviene de los materiales ferromagnéticos
no es muy coman y aparecen muy pocos reportes en la literatura vigente. Tal vez, esto es asi
porque el ciclo de histéresis muestra una forma poco convencional para que se ajuste una funcion
matematica sencilla y pueda modelarlo con solo encontrar unos pocos parametros. Existen
algunos trabajos que han mostrado un avance usando funciones sigmoides como base de la
modelacion del ciclo de histéresis.

El presente trabajo tiene por objetico presentar un andlisis completo de un tipo particular de
funciones sigmoides, que a nuestro criterio, permitan ajustar el ciclo de la histéresis magnética
para distintos casos de materiales. Se pretende mostrar como variando los parametros fijos de la
funcion elegida podemos modelar la histéresis magnética obtenida experimentalmente. Asi se
buscara una base tedrica para distintos ciclos que permiten dar cuenta de datos que resulten de
interés en el estudio de materiales ferromagnéticos.

Finalmente pretendemos comparar nuestros resultados con los obtenidos de algunas de las teorias
vigentes basadas en otro tipo de funcion sigmoidea, dejando un espacio abierto para discutir si el
resultado es relevante y ha aportado un avance real al modelado en cuestion.

Introduccion
El analisis de las funciones matematicas definidas en una variable real generé una abundante

literatura a lo largo de la historia. Esto permitio no s6lo modelar un gran nimero de hechos fisicos,
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sino también proporcionar una gran informacion en el momento de abordar trabajos de mediciones
con parametros fijos y variables.

En la mayoria de las aplicaciones de materiales ferromagnéticos, las propiedades magnéticas son
mas convenientes expresarlas como curvas de magnetizacion o familias de ciclos de histéresis. La
ausencia de un modelo cuantitativo adecuado del comportamiento de estos materiales ha
provocado mucha dificultad, tanto en la comprension del proceso magnético como en la
descripcion de la variabilidad de la magnetizacion con otros pardmetros, tales como la fatiga o la
temperatura.

Aunque no hay una forma totalmente general de representar un ciclo de histéresis en materiales
ferromagneéticos, si existe una forma de ciclo que se reproduce con frecuencia en la practica. A
esta forma se la denominaremos "ciclo sigmoideo” representado por dos funciones sigmoideas

que han sido discutidas por Craik y Tebble. Su forma general se muestra en la figura 1,

y = x+1.5tanh (2 (x+1))

En

esta

Figura 1. Dos funciones sigmoideas que configuran un ciclo cerrado simétrico que denominaremos ciclo sigmoideo.

presentacion vamos a mostrar como un determinado grupo de funciones, que en colectivo
académico se la denominan “sigmoides” o “sigmoideas” permiten modelar el ciclo de histéresis de
un material ferromagnético al ser éste sometido a un campo magnético externo. Estas funciones
que se definen en el cuerpo de los nimeros reales con forma de “S”, y de ahi su nombre, se las
pueden expresar por medio de diferentes formulas. Pero nosotros para el presente trabajo
utilizaremos la denominada funcién generatriz que viene dada por la expresion,

f (x) =ax+btanh[c(x+d)] )
Asimismo, y antes de llevar a cabo el ajuste de la funcion al ciclo de histéresis, comenzaremos con

un estudio matematico analitico para la funcion elegida.

Analisis Matematico de la funcion

Las propiedades y caracterizacion analiticamente la funcion sigmoidea vienen dadas por los
parametros fijos, a, b, c y d que son los nimeros que establecen la forma especifica de cada funcion

y de ahi su importancia para esclarecer el modelo que mejor se adecue al ciclo de histéresis
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ferromagneética. En el anexo | se pueden observar la variacion de la funcion sigmoide al fijar tres
de estos parametros y variar el cuarto.

Acotacién y continuidad. Toda funcion sigmoidea esta acotada por dos asintotas. Estas asintotas
se pueden encontrar siguiendo la teoria basica del célculo diferencial sobre la lateralidad de limites.
Para el estudio vamos a considerar a la funcion sigmoidea de dos maneras diferentes:

Con a = 0: En este caso se puede observar que la funcién presenta dos asintotas horizontales en

y=b e y=-b.

Con a# 0: En esta otra situacion la funcion presenta dos asintotas oblicuas que resultan ser,
As1(x)=ax+b y Asp(x)=ax-b.

Ritmo de cambio y puntos criticos. El estudio del ritmo de cambio de la curva sigmoidea permite
buscar puntos criticos con el fin de validar la representacion del parametro “d”. Pardmetro que
expresa la inflexion de la curva, es decir el cambio de concavidad. Utilizando el criterio clasico

para encontrar puntos criticos, la derivada segunda de la funcion viene dada por,

£ (x) =—2bc2 tanh(c[x + d ) (1— btanh 2[c(x + d)])
si procedemos a obtener la Gnica raiz real, ésta resulta ser +d . Sera ésta positiva o negativa cuando

segun anule el argumento de la tangente hiperbdlica, que es el término que anula la segunda
derivada. Asi la raiz de la segunda derivada resulta ser,

0 = —2bc? tanh(c[x £ d). (1— btanh2[c(x £ d)]j si x=xd
Con el criterio de la tercera derivada podemos observar que resulta distinta de cero en la abscisa
que se anulé la segunda derivada. Asi qued6 probado que la curva tiene un punto de inflexién real
que marca el cambio de concavidad de la misma.
Relaciones y proporciones entre los parametros fijos.
Definicion de la curva como ciclo.
En este apartado vamos a definir un ciclo completo que genera la funcién sigmoidea. Para esto
partimos de la simetria que se establece de la funcién en términos de sus parametros fijos. Esta
simetria debe respetar no solo su imagen especular respecto al eje de las abscisas sino también al
de las ordenadas. De esta manera, el valor de “d”, es el unico, que como ya demostramos supra,
controla el punto de inflexion de la curva, y por ende su simetria cada vez que se mantengan fijos

los demas pardmetros. Si procedemos ahora a tomar dos curvas sigmoideas con parametros “d”
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opuestos, estas generan el ciclo buscado, donde se puede apreciar un area cerrada como se muestra

en la figura 2,

Figura 2. Area encerrada por un ciclo sigmoideo. .
De esta manera, para formar un ciclo

sigmoide se utilizaran dos funciones sigmoideas como se especifican a continuacion,

ax+btanh[c(x+d )|
f(x) :{ax+btanh[C(X—d)]

VX e R
(4)

Es menester aclarar que esta funcion no es una funcion a trozos sino son dos funciones que se
acoplan para definir el ciclo buscado. Es decir, cada funcion con su correspondiente “d” expresa
la mitad del ciclo.
Aproximacion asintotica y acople.
El acoplamiento entre dos funciones sigmoides, esta directamente definido por las asintotas que
describimos anteriormente y su relacion con los pardmetros fijos como mostraremos a
continuacion. Cuando nos referimos al acople nos proponemos encontrar el punto de abscisa que
proyectado en la funcion establezca una aproximacion a la asintota con cierto porcentaje de error
pre-establecido. Asi buscaremos una férmula que relacione los pardmetros fijos y que presente un
acople con una exactitud del 99,9%. Para ello consideramos una funcién sigmoide con a = 0, es
decir,

f (x) =btanh[c(x—d )]
cuya asintota horizontal viene dada por y =b. Asi buscamos el punto de abscisa 7 que contemple

una exactitud del 99,9% en la aproximacion de entre f(x) y f(y) =b. Asi,

1

-1
,_h 70999 L, _ 38 4
c C

©®)
Esta formula asi definida, en términos de s6lo dos de los parametros fijos, permite conocer el valor
de abscisa con la exactitud que mencionamos. Es importante destacar que el calculo también pudo

obtenerse con la funcion cuyo argumento es el opuesto del considerado en la formula (5). Se
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puede aclarar que, bajo el mismo error, no tiene sentido haber trabajado con a# 0 ya que esta
situacion genera asintotas oblicuas, y en consecuencia el valor de y a obtenerse es de inferior
valor numérico que el obtenido por la férmula (5). Es decir, que esta formula impone una cota, en
modulo, para los casos de ciclos sigmoides que exhiban asintotas oblicuas. En la figura (3) se
pueden observar dos ciclos sigmoides, uno con a=# 0, yotrocon a=_0. El valor y resulta menor
en el caso de la asintota oblicua, independientemente del ciclo considerado. Concluimos que la
exactitud del ciclo en la oblicua se mejora notablemente, y no tiene sentido buscar otra formula

para hallar el valor de y .

y = tanh(x+1) — 1 y = x+1.5tanh (2 (x+1))

e
R o

Modelizacion y ajuste della funcion sigmoidea a laCurva de histéresis

Figura 3. Los valores de abscisas para una misma aproximacion resultan siempre de menor valor absoluto en el caso que la funcién

sigmoidea venga dada por asintotas oblicuas. Es decir, v.>Y,-
Ahora vamos a establecer un ajuste por las relaciones y proporciones que se dan entre los
parametros de la funcion sobre mediciones obtenidas empiricamente. Hay que tener en cuenta que
estos parametros pueden variar de la forma, a>0, b>1, ¢c>1 y de®.
De esta manera pretendemos obtener informacion precisa de algunas de las magnitudes
significativas que derivan de la histéresis y dejando por sentado que no perseguimos dar un nuevo
modelo de dicho ciclo. En este trabajo presentamos solo dos magnitudes que derivan directamente
del sistema sintactico presentado.

- El campo coercitivo y el campo remanente derivados de los parametros y forma de la
funcion sigmoidea.

Para poder modelar el ciclo de histéresis ferromagnética partimos de la ecuacion (1), donde la
magnetizacion ferromagnética del campo inducido viene dada por H = x y el campo remanente

queda definido por f(x)=B(H).Luego el modelo del ciclo sigmoideo definira el ciclo de

histéresis de forma general,
B(H) =aH +btanh[c(H +d)]

Cuando B(H) = 0 el campo coercitivo esta dado por H¢,
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0=aH¢ +btanh[c(Hc +d)]

Si a su vez el termino lineal “a” es nulo, las asintotas seran horizontales y Hc quedara definido
por el parametro “d” resultando,
H Cc = id
(6)
Luego el campo remanente By vendra dado para H¢ =0, y siendo,

By =btanh[+cd ]

Por otro lado si el termino lineal “a” no es nulo, la asintotas no seran horizontales, entonces para
calcular el H¢ debemos considerar,

0=aH¢ +btanh[c(H¢ +d)]
()
Luego de operar algebraicamente con relaciones hiperbdlicas, ver anexo Il, y realizar una
aproximacion lineal se puede observar que H¢ viene dado por,

1(a+bc—acd) . 1 b \/2 _ 2
He —_— +=_—__[(2a+2bc —2acd 4adc
¢ 2 ac 2 ac ( 4)2 N b ®

La raiz negativa de la ecuacion (8) no tiene sentido y por ende se descarta. Asimismo se han tomado
varios casos particulares de ciclos de histéresis cuyas gréaficas han arrojado un valor del campo
coercitivo con un error cuadratico del orden de 103, Es importante tener en cuenta que este error
se obtuvo con sélo una aproximacion lineal.

- EIl calculo del area de la histéresis sigmoidea, como magnitud fisica de la dureza

magnética del material.
El area encerrada entre las dos curvas, que conforman el ciclo de histéresis ferromagnética,
representa la dureza magnética del material en cuestion. Dicha area se puede calcular facilmente
con la expresion,
Area = 4bd
)

Una manera practica de aceptar la formula (9) surge suponiendo que “c” toma un valor elevado

como se quisiera, lo que convierte al ciclo en un rectangulo de base = 2d y altura = 2b, Asimismo
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se en el anexo 1V se puede ver la validacion formal de dicha férmula sin necesidad de hacer esta

ultima consideracion sobre el valor de “C”. A continuacién en la figura 4,

Equation 1: |y=tanh(1006-1)
l 1 Equation 2: |y=tanh(1006c+1))

0

‘ T - : E E Integrate From=x = [§ Tox= &

-1

Figura 4. Se puede observar un ciclo de histéresis para un valor ¢ = 100. EI mismo se torna casi rectangular.
Ahora bien, sabiendo que el area entre curvas no cambia si variamos los parametros “a” y “c”,
como se ve en la figura 5, podemos afirmar que el area se mantiene constante independientemente

de los otros parametros.

Equation 1: Ir#anh{xﬂ}

Equation 1: \y=21ﬂanh¢-;—1}

Equation 2: |ytanhfc-1) Equation 2: |y=Dxstanhic+1)
||'ItEglﬂtE-' Fromx= & Tox= & Intenrate Framw = R Tox= 4
i Figura 5. Dos ciclos sigmoides muy diferentes pero con igual area.
As Result: 3,9999
esult: 3, ]

podemos  afirmar que se
puede extrapolar la férmula (9) para cualquier caso del modelo de ciclo ya explicado.

Conclusiones
El anélisis de los parametros fijos de la funcion sigmoidea nos permitio establecer la variacion de

la forma de un ciclo sigmoideo. Estos parametros permitieron una muy buena modelizacion de la
histéresis ferromagnética. Asi, pudimos solapar dos curvas sigmoides con un error de 99,9% de
exactitud. Luego, tedricamente validamos el procedimiento utilizado basdndonos en el ritmo de
cambio de las curvas. Asimismo establecimos las relaciones entre los parametros mencionados y
estimamos una férmula para calcular, con cierta aproximacion, el valor del campo coercitivo y
remanente del ciclo de histéresis.

Las formulas (6) y (8) dan cuenta del calculo con un error determinado por la aproximacion lineal
utilizada Aproximacion que se puede mejorar al aumentar el grado del polinomio interpolador.
Finalmente, en funcién de los resultados obtenidos, encontramos una aproximacion del area del
ciclo de histéresis. Se observo que el area no depende de los parametros “a” y “c” y conjuntamente
pudimos obtener una formula muy sencilla basada en el calculo del campo coercitivo. EI obtener

un buen resultado del area del ciclo de histéresis permite dar con un adecuado valor de la dureza
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ferromagnética de los materiales. De ahi la importancia de la basqueda de un modelo adecuado
para el ciclo, tarea que recién comienza.
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Parametros fijos. La opcién de funcién sigmoidea considerada presenta cuatro parametros fijos.

A continuacion vamos a caracterizarlos, fijando tres y variando uno.

Parametro (d): Este valor determina el punto de inflexion de la curva. La figura 1 se presenta la

funcidén sigmoidea con la variacion de este parametro previa fijacion de los deméas. Asimismo se

especifican sus valores en la tabla 1,

KKK

x+tanh (x-0.5)

x+tanh (x-1)

x+tanh (x-1.5)

x+tanh (x-2)

x+tanh (x-2.5)

Figura 1. Die casos que muestran la variacion del parametro d.

Parametros fijos

d

0.5

1.0

15

1

1

1

2N

Tabla 1. Variacion del pardmetro d.

‘ 1 ‘ 1 ‘ i ‘ 4.0

Parametro (c): Este parametro controla la razon de cambio en el eje de las abscisas. La Figura 2

presenta la variacion de este pardmetro previa fijacion de los deméas. Asimismo se especifican los

valores en la tabla 2,

KoK

x+tanh (0.7 (x-1))

= x+tanh (1 (x-1))
= x+tanh (2 (x-1))
= x+tanh (10 (x-1))

7z

s

=

x+tanh (100 (x-1))

Figura 3. Cinco casos que muestran la variacion del parametro c.

Parametros fijos

b c d
1 0.70 1
1 1.00 1
1 2.00 1
1 10.00 1
1 100.00 1

Tabla 2. Variacion del pardmetro c.
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Parametro (b): Este pardmetro controla la razén de cambio en el eje de las ordenadas. La figura 3
presenta la variacion de este parametro previa fijacion de los demas. Asimismo se especifican los
valores en la tabla 3,

! Parametros fijos
y = x+0.5tanh(x-1)
y = x+tanh(x-1) a b c d
y = x+2tanh (x-1)
y = x+3tanh(x-1) 1 0.5 1 1
y = x+5tanh(x-1)
e o W 1 1.0 1 1
1 2.0 1 1
1 3.0 1 1
1 5.0 1 1
Figura 3. Cinco casos que muestran la variacion del parametro b. Tabla 3. Variacion del parametro b.

Parametro (a): Este parametro controla linealmente las asintotas. A continuacion en la figura 4
se presenta la variacion de este parametro previa fijacion de los demés. Asimismo se especifican
los valores en la tabla 4,

Parametros fijos
y = 0.5x+tanh (x-1) 3 b c d
y = x+tanh(x-1)

y = 1.5x+tanh (x-1) 0-50 ! !

y = 2x+tanh(x-1) 1.00 1 1 1
y = 3x+tanh(x-1)

, : 1.50 1 1 1

2.00 1 1 1

3.00 1 1 1

Figura 4. Cinco casos que muestran la variacion del parametro a. Tabla 4. Variacion del parametro a.
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Anexo 1.

En este aparado demostraremos como obtener una formula para calcular el campo coercitivo

cuando aparecen en el ciclo de histéresis asintotas oblicuas, es decir cuando H¢ =d. Dada la

trascendencia de la funcion sigmoide usaremos, para nuestro objetivo, una aproximacion lineal

con un polinomio de Taylor de primer orden para obtener una estimacion aceptable del H_,

B(H,) =0=aH, +btanh(c(H, —d))

Transcribiendo la tangente hiperbolica en forma exponencial se obtiene,

2
e +1

tanh(x) =1—
Asi resulta,
btanh(c(H, —d)) = b(l— #j

eZC(HC—d) +l

Luego la ecuacion (1) se puede expresar en forma exponencial como,

2
—aH, = b[l_ o 20(H.—d) +1)

Operando algebraicamente,
(2o +1IE H, +1j =2
c

(1+2c(H, —o|)+1)(E H, +1) =2
c

2ac | 2, ( 2a+ 2ch — 2acd

T H He —2cd =0
b ¢ b jc

Finalmente aplicando la resolvente se consigue,

_(2a+2bg—2acd ji\/ {2(a+cbb_acdﬂz _4(2?j(—2cd)

HC:

dac
b
1(a+bc—acd 1b a+ch —acd 2 2ac2d
He=—>| —MM [t =— —— | +4
2 ac 2 ac b b

®)
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Esta dltima formula permite obtener el campo coercitivo cuando aparecen asintotas oblicuas en el
ciclo de histéresis con el margen de error que arroja la aproximacion lineal que se utiliz6. Margen
que hemos estimado en forma numeérica con el programa Excel.

Anexo I11.

Demostracion del célculo del area encerrada por el ciclo.

2 A:(area)

7

A= yILer fy — 9o dX
-7

y—>+0

A= lim j'ax+ btanh(c(x+d)) —ax —btanh(c(x — d))dx

A=b ILrpw ]'tanh(c(x +d)) —tanh(c(x — d))dx

n{cosh(c(d +—x))} ’
A—b "mw cosh(c(::(d -X))

-7

L. In{cosh"-(c(d + y))}
cosh?(c(d — »))

C r—otx

A:ZEHmh{E§mgﬂilﬁ}
cosh(c(d —y))

C 7o+
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2 eC(d—}/) +e—C(d—;/) - Loy

lim | COSh(c(d +7)) | _ e e 2 e (e +e e 2 ) e
y—>+0 COSh(C(d _ },)) e (eCde—ZC}/ Le™ )}/~>+oo o<

lim In{—cosh(c(d A 7/))} =Ine* =2cd
7=+ | cosh(c(d —y))

A= 2920d
c

A=4db
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