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Resumen

En este trabajo realizamos una introduccion de la modelizacion matematica, explicando
el proceso de modelizacién y el concepto de modelo mateméatico; y de las competencias
en educacion. Luego relacionamos ambos temas, centrandonos en la competencia
“modelizar”. A continuacion, proponemos algunos pasos a seguir para introducir la
modelizacién en el aula y relatamos una experiencia, cuya finalidad fue, mediante la
resolucién de dos situaciones problematicas, presentar a los alumnos los modelos
lineales y cuadraticos. Por ultimo, enumeramos algunas conclusiones, en las que
comentamos ventajas y dificultades al momento de llevar la modelizacién al aula.

Introduccion

Quienes escribimos este articulo conformamos la catedra de la asignatura “Matematica
1”, la cual se dicta para la carrera de Licenciatura en Economia de la Universidad
Nacional de Rio Negro, en la ciudad de San Carlos de Bariloche. En el programa de la
asignatura, entre los objetivos propuestos, uno de los mas importantes es “que los
alumnos desarrollen la habilidad de razonar matematicamente para lograr construir
modelos matematicos que les permitan resolver e interpretar problemas sobre
cuestiones economicas y administrativas.” La inclusion de este objetivo se debe a que,
por las caracteristicas mismas de la carrera y en las asignaturas de los afios posteriores,
se hace necesario que los alumnos tengan desarrollada esta capacidad.

En nuestra materia intentamos que los alumnos apliquen los conceptos vistos para resol-
ver situaciones problemaéticas “cuasi-reales” o reales en su totalidad. Venimos traba-
jando con esta metodologia desde hace dos afios, y los resultados han sido positivos.
Notamos ahora que, aungque implicitamente hemos introducido la modelizacion
matematica a lo largo de la materia, falta ain hacerla explicita. Es decir, presentarla a
los alumnos como un concepto por si mismo, con sus caracteristicas y componentes

propios.
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Modelizacion Matematica

Existen diferentes explicaciones acerca del proceso de modelizacibn matemaética
(Blomhgj, 2008; Villa, 2007; entre otros) que muestran las fases del proceso e
interacciones entre ellas.

Blomhgj distingue seis “sub-procesos”: (a) Formulacion del problema. (b)
Sistematizacion. (c) Traduccidn de esos objetos y relaciones al lenguaje matematico. (d)
Uso de métodos matematicos para arribar a resultados matematicos y conclusiones. (e)
Interpretacion de los resultados y conclusiones considerando el dominio de
investigacion inicial. (f) Evaluacion de la validez del modelo. El autor aclara que no es
un proceso lineal sino “ciclico donde las reflexiones sobre el modelo y la intencion de

uso de éste, conduce a una redefinicion del modelo.” (Figura 1)

A\ //?_
B —
¥ < mxpo > 4\
4 = REAL =~
(f) Vahdacion £\ I\ 'r' ~ (2) Formulacién del problema
y \/ N
{ / \
7, A ' h .
Accion/ Insight \ l Dostunio de Investigacion ‘
A P
( Teoria )
(¢) Interpretacion Evaluacion S 4 (b) Sistematizacion
Y = 5 A
Modelo - Resultados ‘./ Datos/\. Sistema
\\
A = 4

(d) Analisis del sistema matematico (¢) Matematizacion

TP Sisterna matemitico I‘

Figura 1. Modelo grafico del proceso de modelizacion segin Blomhgj.
Siguiendo a Villa, el proceso de modelizacion es un ciclo que comienza cuando se
determina un fendmeno o problema del mundo real, el cual se observa y se somete a un
proceso de experimentacién para profundizar en su comprensién y en la bldsqueda de
datos, y con ello poder construir un modelo que lo represente. Luego se utilizan
herramientas matematicas para construir una solucion y sacar conclusiones de dicho
modelo, las que deben ser interpretadas a la luz del fenémeno. Si el modelo acuerda con
el fendmeno, termina el ciclo; sino, se comienza de nuevo reajustandose los datos, las
variables, reforméandose el modelo y comenzando el ciclo nuevamente. (Figura 2)
Debemos distinguir entre la modelizacién matematica propiamente dicha, de aquella
que podemos llevar a cabo en el aula con nuestros alumnos. Esta Gltima podriamos decir
que es una “version resumida” de la primera, ya que contiene la idea intrinseca de lo

gue es la modelizacién, pero esta adaptada para que sea posible su realizacién en el
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Figura 2. Momentos del proceso de modelizacién segun Villa.

modelizacion, identificando a la primera como una actividad cientifica y a la segunda

como herramienta para el aula de clase. Estas diferencias se muestran en la Tabla 1.

matematicos

simplificacion del fendmeno.

Criterio Como actividad cientifica Como herramienta en el aula de clase
El modelo se construye para | EI modelo se elabora para construir un
Propdsito S(_)Iucionar un problema de otras | concepto matemétic_:o d_qtado de un
del modelo | ci€ncias (naturales,  sociales, 5|gn|f|cado_ y con la mtepcmr] de despertar
humanas...) o avanzar en una |una motivacion e interés por las
teoria o ciencia. matematicas debido a su caracter aplicativo.
Los Emergen de la situacion a 'gravés Deben haber sido con§iderados a pr_iori con
de un proceso de abstraccion y | base en la preparacion y seleccién del
conceptos

contexto por parte del maestro y de acuerdo
con los propositos de la clase.

Contextos

Obedecen a problemas que
cominmente no han sido
abordados o se abordan de una
manera diferente al interior de la
ciencia.

Deben obedecer a problemas abordados
previamente por el docente de la clase con
el objeto de evaluar su pertinencia con los
propositos educativos.

Otros
factores

Se presenta generalmente en un
ambiente propio de la ciencia en
la cual se aplica y generalmente
es externo a factores educativos.

Se presenta regularmente en el aula de clase
bajo una motivacién propia de contextos
cotidianos y de otras ciencias.

Tabla 1.

Entonces, la modelizacion vista como una herramienta en el aula, nos permitira:

construir conceptos matematicos; resolver situaciones problematicas planteadas en

clase; motivar a los alumnos a aprender matematica; explicar, aplicar e integrar

conceptos matematicos. Estas ventajas nos muestran la importancia de ir incorporando
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actividades de modelizacion en la clase de matematicas.

Competencias en la educacion

El término competencia en el ambito educativo se refiere a un concepto amplio que
abarca e incluye a otros conceptos. Ser competente implica no s6lo tener una cierta
habilidad o destreza en realizar una accion sino también poseer los conocimientos
tedricos que fundamentan tal capacidad. Ademas es muy importante la actitud de la
persona ante la accion a realizar. Creemos que la definicion de Lasnier (2000) se ajusta
a lo que nosotros entendemos por competencia en educacion. El autor la define como:
“Un saber hacer complejo resultado de la integracion, movilizacion y adecuacion de
capacidades, habilidades y conocimientos utilizados eficazmente en situaciones que
tengan un caracter comun”

La competencia Modelizar

En particular la “competencia matematica” es “la capacidad para entender, juzgar,
hacer y usar las matematicas en una variedad de contextos y situaciones intray extra-
matematicos en los cuales las matematicas juegan o podrian jugar un rol” (Niss, 1999).
En otras palabras, poder “aplicar” las matematicas cuando sea necesario, ya sea dentro o
fuera del dmbito escolar, usando todo lo que sabemos y hemos aprendido, y poder
relacionar esos conocimientos entre si. El autor enumera ocho competencias
matematicas basicas, entre las que incluye la competencia Modelizar (0 Modelar).
Explica que esta competencia “incluye estructurar la situacion que se va a moldear;
traducir la “realidad” a una estructura matematica; trabajar con un modelo matematico;
validar el modelo; reflexionar, analizar y plantear criticas a un modelo y sus resultados;
comunicarse eficazmente sobre el modelo y sus resultados (incluyendo las limitaciones
que pueden tener estos Gltimos); y monitorear y controlar el proceso de modelado.”

Se observa que la competencia Modelizar incluye la competencia Plantear y resolver
problemas (Blomhgj, 2008) y guarda relacion con otras competencias basicas generales
como Aprender a aprender; Autonomia e iniciativa personal; y Conocimiento e
interaccion con el mundo fisico. (Sierra Galdén, 2011). Siguiendo la lista de
competencias de Niss, creemos que en un proceso de modelizacion se encuentran
presentes también las competencias matematicas: Pensar y razonar, Comunicar, VY,
Utilizar lenguajes y operaciones simbolicas; a su vez, pueden aparecer otras dos
competencias: Representar, y, Utilizar ayudas y herramientas. Entonces, si nos
centramos en la competencia Modelizar, podemos considerar a las anteriores como

“sub-competencias” de ésta. Por lo tanto, la realizacion de actividades de modelizacién
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puede ayudar a desarrollar otras competencias, lo cual también justifica la necesidad de

su inclusion en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Estrategias para introducir la modelizacién en el aula

A continuacion enumeramos algunas consideraciones a tener en cuenta al trabajar la

modelizacion en clase. Creemos que la siguiente lista puede ayudar al docente

guiandolo en la incorporacion paulatina de la modelizacion.

1) Introducir como una “practica comun” la resolucion de problemas en la clase. Si los
alumnos estan mas acostumbrados a resolver problemas que ejercicios algebraicos,
las actividades de modelizacion se incorporaran de manera mas facil y natural.

2) Introducir la nocion de modelizacién y de modelo a través de problemas “tipo”.
Recomendamos comenzar con el modelo lineal y luego con el modelo cuadratico.

3) Presentar y explicar las etapas de un proceso de modelizacion completo. Nombrar
cada fase y realizar un gréfico ilustrativo mostrando el ciclo. Puede ejemplificarse
con un caso real resuelto, y reconocer en él cada etapa del proceso.

4) Buscar situaciones “cuasi-reales” y/o reales adaptadas para una clase de matematica,
en las que haya que realizar algunas de las etapas del proceso de modelizacion
detallado en el punto anterior. Esta etapa es sobre todo motivadora, por lo que debe
tenerse especial cuidado en la seleccion de los problemas elegidos. En Bocco
(2010) y Hoffmann (1990) pueden encontrarse interesantes y variados ejemplos.

5) Buscar situaciones reales, en las cuales haya que llevar a cabo todas (o la mayor
cantidad posible) de las etapas del proceso de modelizacion, hasta la obtencién y
validacion del modelo. Esta actividad puede servir como un proyecto de
investigacion, realizandose durante un tiempo mas prolongado, e ir avanzando en
los distintos encuentros de la materia.

Una experiencia en el aula

Teniendo en cuenta las sugerencias anteriores, y estando ya los alumnos bastante

habituados a la resolucion de problemas (punto 1 anterior), decidimos realizar una breve

presentacion en clase contando qué es la modelizacion matematica y sus caracteristicas

(punto 2). Luego les entregamos un trabajo para realizar en grupos de dos integrantes,

en los que se enunciaban dos situaciones problematicas, una basada en un modelo lineal

y la otra en uno cuadratico. Los problemas fueron extraidos de Bocco (2010), y se les

realizaron algunos cambios, agregando algunas preguntas y/o tareas. Cada grupo tenia

diferentes problemas. El trabajo fue realizado por los alumnos fuera del horario de clase

y entregado 10 dias despues (ver Anexos 1y 2).
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Los objetivos de este trabajo no sélo fueron introducir el concepto de modelizacion
matematica, sino tambien, indagar acerca del desarrollo de la competencia Modelizar en
los alumnos. Es decir, saber en qué nivel de desarrollo se encontraban, para poder luego,
en una segunda instancia realizar actividades de modelizacion en caso de ser posible
méas avanzadas y mas acordes a los contenidos especificos de la asignatura y de la
carrera en general. Nos preguntamos entonces: ¢cémo determinar si los alumnos han
logrado desarrollar la competencia Modelizar?

Aravena (2007), a fin de analizar los logros obtenidos por los alumnos en actividades de
modelizacidn, distingue dentro del proceso los siguientes pasos, cada uno con las tareas
que involucra: (1) Organizacion e interpretacion del problema, que incluye:
identificacion de los datos y condiciones; utilizacion de sistemas de representacion, y
reconocimiento e interpretacion de variables que intervienen. (2) Matematizar el
problema, que incluye: planteamiento de las ecuaciones matematicas; utilizacion de
algoritmos y propiedades; desarrollo de procesos algebraicos; determinacién de dominio
y recorrido, y formulacion del modelo. (3) Aplicacion y verificacion del modelo.
Establecer una relacion entre los datos matematicos y el problema real, es decir, someter
las variables del modelo a datos de la realidad, si se ajusta a las condiciones, mediante la
evaluacion del modelo con nuevos datos del dominio. (4) Comunicacion matematica.
Dar una interpretacion de los datos y de los conceptos desde el punto de vista del
problema real. Interpretar datos a partir del modelo matematico.

En base a lo anterior identificamos las tareas a realizar por cada grupo en cada uno de
los dos problemas dados, las cuales pueden verse en la Tabla 2.

Problema del Modelo Lineal Problema del Modelo Cuadratico
- Hallar la expresion del modelo en base | - Reconocer e interpretar el papel
. a datos proporcionados. de los parametros en el modelo
Matematizar .
- Reconocer e interpretar el papel de los | dado.
el modelo 3 . - .
parametros en el modelo. - Indicar dominio y conjunto
- Indicar dominio y conjunto imagen. imagen.
. - Aplicar el modelo para hallar
- Aplicar el modelo para hallar valores o .
o . . valores especificos requeridos e
especificos e interpretar su significado en | . A
. interpretar su significado en el
Aplicary el contexto del problema.
o X . . contexto del problema.
verificar el - Considerar posibles cambios en los .
, - Responder cuestiones que
modelo pardmetros del modelo y evaluar las . . 2
. atienden a la interpretacion
consecuencias que generan.
. general del modelo.
- Graficar el modelo .
- Graficar el modelo.

Tabla 2.
Luego de corregido y devuelto el trabajo a los alumnos, se les realizd una breve

encuesta consultandolos acerca de las dificultades con las que se encontraron a la hora
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de resolver estos problemas. Los resultados de esa encuesta se muestran en el Grafico 1.
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Gréfico 1.
Se observa que las mayores dificultades aparecieron en el problema 2, especificamente
en realizar la gréfica de la funcion (7 alumnos de un total de 19), y en la comprensién
del problema y hallar el dominio e imagen (6 alumnos de 19). S6lo 3 alumnos tuvieron
dificultades en utilizar la funcion con valores dados, es decir, en aplicar el modelo.
En cuanto al problema 1 lo que mas les costo fue también la grafica (5 de 19 alumnos) y
comprender el problemay escribir la expresion del modelo (4 de 19 alumnos).
Conclusiones
Las respuestas de los alumnos en la encuesta coincidieron con lo observado en la
correccion y analisis de los trabajos. En el problema del modelo lineal (problema 1) fue
dificil para varios llegar a escribir la expresion del modelo, y determinar cuél era
exactamente el dominio e imagen para ese problema, es decir, acotar ambos conjuntos a
esa situacion. Estan acostumbrados a que el dominio sean “todos los reales” y les cuesta
ver que al aplicar la funcion lineal obtenida en un caso concreto la variable
independiente no puede tomar todos los valores reales.
En cuanto al problema 2, en el cual el modelo cuadratico estaba dado, lo dificil fue
también hallar el dominio e imagen y realizar la gréfica, acotando ambos conjuntos
correctamente a la situacion planteada.
Se observaron mayores dificultades en el problema 2 que en el 1, probablemente se
deba a que un modelo lineal es méas sencillo y conocido por los estudiantes que el

cuadratico, y se ha trabajado en clase méas con graficos de rectas que con parabolas.
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Creemos que esta actividad permitio realizar una introduccién adecuada al tema, y
ayudo a detectar los puntos donde hay que enfatizar e insistir para lograr que los
alumnos puedan mejorar el desarrollo de la competencia Modelizar.

Resta ahora continuar en la misma direccion, llevando a la clase situaciones
probleméticas adaptadas para que de a poco se vaya logrando realizar un proceso de
modelizacion matemético completo, desde la recoleccion de datos hasta la puesta a

prueba y discusion del modelo encontrado.
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Anexo 1.
Algunos de los problemas del modelo lineal entregados a los alumnos para su

realizacion en grupo:

1.1) Un técnico de equipos de musica cobra una tarifa fija de $45 por revisar el equipo
y realizar un diagnoéstico del problema que presenta. Luego, por cada hora de trabajo
que le demanda su arreglo tiene estipulado una tarifa de $90.

a) Escribir una formula que describa la situacién y describir cuéles son las variables
relacionadas. b) Explicar el significado, en esta situacion real, de los parametros de la
funcién. c) Graficar la funcion. d) Encontrar el nimero de horas que trabajaria el
técnico por $225. e) Describir como variarian la funcion y su grafico si el técnico no
cobrara la tarifa fija de $45 y sélo el tiempo que le insume el arreglo del equipo. f)
Describir como cambiarian la funcion y su grafico si el técnico cobrara la tarifa fija de
$45 y una tarifa de $70 por cada hora que le insume el arreglo del equipo de mdsica.

1.2) Para una empresa ubicada en el sur del pais, el costo de producir diariamente 30
televisores es de $25.000, y si su produccién es de 40 unidades del mismo televisor es
de $30.000. Sabiendo que el costo de produccion C de la empresa esta relacionado
linealmente con la cantidad x de televisores diarios producidos y que la capacidad
maxima de produccion diaria es de 50 aparatos.

a) ¢ Cudl es la funcion C(x) que permite describir los costos de produccion? b) Estimar
el costo de producir 35 unidades del mismo producto en un dia. ¢) Si la empresa vende
los televisores a $1.500 cada uno, ¢cual es la funcion de ingreso I(x) si se supone
también un comportamiento lineal de la misma? d) Estimar el ingreso por vender 35
unidades del mismo producto en un dia. e) Graficar en un mismo sistema de
coordenadas las funciones, considerando que se pueden producir y vender hasta un
total de 50 televisores diarios. Dar dominio e imagen de ambas. f) ¢Qué beneficio
tendria la empresa si solo produce y vende 10 televisores diarios? ¢Y si realiza y vende
6 televisores? g) ¢Le conviene a la empresa, siempre que pueda venderlos, producir a
su maxima capacidad? Justificar la respuesta.

1.3) Para las compafiias de aviacién, es necesario estimar cuanto combustible
necesitan los aviones para los vuelos. Por mediciones realizadas se conoce que un
Boeing 727, que se abastece antes del despegue, contiene cerca de 28000 litros de
combustible y usa cerca de 5000 litros por cada hora de vuelo. Si bien otros factores
frecuentemente tienen efecto sobre el gasto de combustible, se puede considerar que la
cantidad del mismo es, principalmente, funcion del tiempo de vuelo.

a) Plantear la formula del gasto de combustible en funcion del tiempo de vuelo. b)
¢Cuanto combustible le queda al avion después de 4 horas y media de vuelo? c)
¢ Cuanto tiempo de vuelo ha realizado el avidn en el momento en que consumié la mitad
del combustible? d) ¢ A qué tasa decrece el combustible del avién? Es decir, ¢cual es el
decrecimiento del combustible por cada hora adicional del vuelo? e) Si por seguridad
un avion debe tener al menos 5000 litros de combustible, ¢qué tiempo de vuelo
asegurado tenemos con la carga adicional? Plantea una férmula del gasto de
combustible en funcion del tiempo de vuelo, pero teniendo en cuenta este margen de
seguridad. ¢Cambid6 con respecto a lo respondido en a)? Si la respuesta es si, explicar
por qué. f) Si el avion viaja a 800 km/h, ¢cudl es el viaje mas largo que puede hacer,
siempre considerando el margen de seguridad de 5000 litros? g) Graficar la funcién
planteada en a) y la planteada en e), indicando dominio e imagen de cada una.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 2907



&

Fu Montevideo, Uruguay
E "

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

Anexo 2.
Algunos de los problemas del modelo cuadrético entregados a los alumnos para su

realizacion en grupo:

2.1) Dentro del proceso iniciado de sembrado de truchas, en 2010 se introdujeron 100
individuos de esta especie en un lago ubicado en la zona cordillerana de Argentina, en
el cual no habia registros de su existencia. Al principio la poblacién comenz6 a crecer
répidamente, pero luego distintos factores, entre ellos la falta de alimentos, determiné
un decrecimiento. EI nimero de estos salménidos para cada afio t si consideramos t=0
al afio 2010, se puede modelizar por: S(t)= —t* + 15t + 100

a) Dar el dominio y la imagen de la funcién S para este problema. b) Calcular la
imagen de t=-2 y explicar su significado en este contexto. ) ¢En qué afio la poblacion
de truchas fue maxima? En dicho afio, ¢cuantos ejemplares habia? d) ¢En qué afio
comenzo a decrecer la poblacion de truchas? €) ¢En qué afio se puede estimar que se
extinguird la poblacion de truchas en el lago? f) Graficar la funcion.

2.2) El numero A promedio de accidentes de transito registrados en un dia para el pais,
en funcion de la edad x del conductor puede representarse por la funcion
A(X) = 0,45x* — 41x + 1059

a) ¢Cudl es el dominio de A en este problema, y cual es la imagen? b) ¢Cuantos
accidentes pueden calcularse que seran producto de jovenes 18 afios de edad
conduciendo? c¢) Cuantos accidentes seran producto de conductores que tienen 70 afios
de edad? d) ¢ A qué edad un conductor, segun este modelo, tiene menor probabilidad de
tener un accidente? e) ¢ Cuantos accidentes pueden esperarse derivados de conductores
de dicha edad? f) Graficar esta funcion.

2.3) Un pub abre y cierra cuando todos los clientes se han ido. A partir de registros
mensuales se obtuvo una funciéon que permite modelizar el nimero de personas que hay
en el pub x horas después de su apertura, la misma es:
P(X)= 60x—10x>

a) Determinar el dominio y la imagen de P para este problema. b) Hallar el nimero
maximo de personas que van a pub una determinada noche e indicar en qué horario se
produce la maxima asistencia de clientes. c¢) Si queremos ir al pub cuando haya al
menos 50 personas, ¢a qué hora tendriamos que ir? d) Si queremos estar sentados vy el
pub sdlo tiene capacidad para 80 personas sentadas, ¢a partir de qué hora ya estamos
seguros que no conseguiremos sillas? e) Graficar la funcién.
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