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Resumen

En este trabajo presentamos, a partir de una actividad de modelacién del
movimiento en GeoGebra, una situacion de aprendizaje para introducir el
estudio de la razén de cambio ligada a su significado como velocidad media. Se
espera que el andlisis en el contexto geométrico, la conversién a otras
representaciones y las actividades que permiten el analisis cualitativo y
cuantitativo de la variacion, favorezcan poner en uso el conocimiento de los
estudiantes sobre nociones cinematicas. Los conocimientos previos y la
intuicién constituiran una base para la construccion de nuevo conocimiento,
como resultado de la reflexion individual y en pequefios grupos.

Introduccion

Muchas veces resulta necesario analizar el comportamiento de fendmenos de la vida
cotidiana y de las ciencias para obtener informacion sobre lo que esta sucediendo o predecir
lo que sucedera en el futuro. Desde la matematica toma importancia el analisis de los
cambios que se producen en esas situaciones o fenémenos, respondiendo a preguntas como
qué cambia en determinada situacién, cuanto cambia y como cambia.

En este sentido, los procesos de variacion y cambio constituyen un aspecto de gran riqueza
en el contexto escolar. Las variables y las funciones constituyen la base sobre la cual se
construye la matematica de la variacion y el cambio. Las herramientas que proporciona el
calculo permiten encontrar las leyes que describen esos cambios, medirlos y predecirlos.

La ensefianza y el aprendizaje de las funciones y el célculo constituye uno de los mayores
desafios de la educacion actual, tanto por su importancia, como por las numerosas
dificultades que trae aparejado su estudio. Al respecto, distintos investigadores sostienen
gue muchos de los problemas que se presentan se relacionan con la ensefianza, que se
caracteriza muchas veces por la centracion en los contenidos, dejando de lado la
construccién del conocimiento matematico por parte del estudiante y los aspectos de
caracter social y cultural asociados a ese conocimiento (Cantoral, Montiel y Reyes, 2014).
También, se observa discrepancia entre la matematica que se ensefia en la escuela y la
universidad y la que se usa en la vida cotidiana, en el trabajo, en la profesion.

Ante esto, se sostiene la importancia de favorecer la construccion social de conocimiento,

en relacion a los usos del conocimiento matematico. Al respecto Cantoral, Montiel y Reyes
(2014) expresan que la escuela y la universidad deben ofrecer a los estudiantes
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conocimientos funcionales, es decir “herramientas matematicas importantes en si mismas y
para interactuar con el entorno que les rodea: poner en uso el conocimiento matematico” (p.22).

Refiriendo en particular al estudio de las funciones y otras nociones de precélculo, como
limite y derivada, Pérez (2011), expresa que si practicas como predecir, modelar y
optimizar en los ambitos cientificos, han llevado al desarrollo de conocimientos,
herramientas y habilidades matematicas que permiten entender y explicar fendmenos de
diferente naturaleza, resulta necesario generar escenarios escolares donde esas préacticas
favorezcan la necesidad y la emergencia de los conceptos u objetos matematicos.

Por su parte, Sosa, Aparicio y Jarero (2012) sostienen que “el aprendizaje en Precalculo es
un producto social que se manifiesta en la actividad de los individuos para modelar lo
cambiante, tanto en un plano matematico como en lo sociocultural” (p. 929). Los
investigadores reconocen en este sentido el “papel de la practica, la matematica, su
dimensién social y la actividad humana como condiciones socioculturales en las que el uso
y construccion de conocimiento matematico relativo al Precalculo, se haya presente tanto
en ambitos escolares como no escolares” (p. 924). Esta articulacion entre la practica, la
matematica y la actividad humana debe considerarse como un eje para la reorganizacion
escolar de los saberes matematicos.

Esto requiere, seguin Lopez y Pinto (2013), pasar de un enfoque basado en los contenidos a
otro basado en précticas como la modelacidon, prediccion y optimizacion de situaciones o
fendmenos. Para esto, sefialan, es necesario modificar también el rol del docente, que debe
transformarse, de expositor a guia 0 modelador de la construccion del conocimiento del
estudiante. En este sentido proponen generar espacios de discusion entre los estudiantes,
utilizar recursos tecnoldgicos o manipular objetos reales, siempre en algun tipo de contexto.

Ante la situacion descripta, nos propusimos generar situaciones de aprendizaje para
implementar en el aula, que tengan en cuenta tanto el redisefio de los contenidos
matematicos como de las practicas educativas. Tomamos como premisa que el analisis de
situaciones de variacion y cambio a partir de la modelacion de fendmenos que favorezcan
la interdisciplinariedad con otras ciencias permite crear situaciones significativas que
posibilitan la construccién de conocimiento funcional para los estudiantes.

En este trabajo presentamos algunos aspectos relacionados a la fundamentacion y el disefio
de una situacion de aprendizaje para el estudio de la razén de cambio.

Aspectos tedricos y metodologicos

El trabajo se enmarca en la linea de investigacion del pensamiento y lenguaje variacional.
Este marco se ocupa del estudio de los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y
comunicacion de saberes matematicos de la variacion y el cambio en el sistema educativo y
en el medio social que le da cabida. Pone énfasis en el analisis de los diferentes procesos
cognitivos y culturales con que las personas asignan y comparten sentidos y significados,
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utilizando para ello diferentes estructuras y lenguajes variacionales (Cantoral, Farfan,
Cordero, Alanis, Rodriguez y Garza, 2003).

Se caracteriza por proponer el estudio de situaciones relacionadas a fendmenos de cambio
que se basan en el uso de los conocimientos matematicos que se pretenden significar. Para
Caballero y Cantoral (2013), una situacion variacional es “el conjunto de problemas cuyos
tratamientos demandan la puesta en juego de estrategias variacionales y que requieren
establecer puntos de analisis entre diversos estados del cambio” (p. 1199). Su resolucion
implica el “uso de maniobras, ideas, técnicas o explicaciones que de alguna manera reflejan
y expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u objeto
que se esta estudiando” (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005, p. 464).

Dentro de este marco de referencia, la visualizacion matematica de un problema juega un
papel importante. Segln afirma Hitt (2003), esto tiene que ver con entender un enunciado
mediante la puesta en juego de diferentes representaciones de la situacion en cuestion, lo
que nos permite realizar una accion que posiblemente puede conducir hacia la construccion
de un conocimiento directo e intuitivo para la solucion del problema.

Posada y Obando (2006) sefialan la relevancia de las distintas representaciones para la
comprension de los conceptos desde una perspectiva variacional:

El estudio de los conceptos, procedimientos y métodos que involucran la variacion,
estan integrados a diferentes sistemas de representacion — gréaficas, tabulares,
expresiones verbales, diagramas, expresiones simbolicas, ejemplos particulares y
generales — para permitir, a través de ellos, la comprensién de los conceptos
matematicos. De esta manera se hacen significativas las situaciones que dependen del
estudio sistematico de la variacion, pues se obliga no solo a manifestar actitudes de
observacion y registro, sino también, a procesos de tratamiento, coordinacion y
conversion. (p. 16)

La construccion de los conceptos a partir del tratamiento y conversion entre diferentes
representaciones ha cobrado mayor importancia a partir del enorme desarrollo de las
herramientas tecnoldgicas (Hitt, 2003). En este sentido, el uso de software dindmico para
representar distintos objetos y problemas matematicos favorece la busqueda de relaciones,
el planteo de conjeturas, la presentacion de argumentos y explicaciones y las conexiones
entre conceptos o ideas matematicas. En particular, el software de acceso libre GeoGebra,
que combina elementos de geometria dinamica con amplias capacidades de célculo
simbolico, resulta relevante para el aprendizaje de las funciones y el céalculo. La posibilidad
de visualizacion, sumada a la animacion e interactividad tiene gran valor para la
interiorizacion o adquisicion de conocimientos matematicos.

En este contexto disefiamos una situacion de aprendizaje que, a partir de una actividad de
modelacion del movimiento planteada en GeoGebra, permite introducir al estudio de la
razon de cambio ligada a su significado fisico, como velocidad media. Se espera que el
analisis en el contexto geomeétrico, la conversion a otras representaciones y la realizacion de
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actividades que permiten el analisis cualitativo y cuantitativo de la variacion, permita poner
en uso el conocimiento de los estudiantes sobre nociones cinematicas y, de esa manera,
favorecer la construccion de nuevo conocimiento sobre las funciones y la razon de cambio.

La situacion de aprendizaje

Entendiendo una situacion de aprendizaje como “un espacio de encuentro en el que los
participantes (profesor y alumnos), coordinan acciones a través de un proceso de
interpretacion/comprension mediante el cual logran construir significados que comparten”
(Garcia, 2011, p. 16), se planificaron diversas actividades para introducir la razén de
cambio mediante el estudio de la variacion.

Con el disefio se buscd romper el esquema tradicional de actuar, formular y validar en
contextos analiticos para luego buscar aplicaciones en otros contextos (como el numérico y
el gréfico), planteando una caracterizacion que permite actuar, formular, conjeturar en el
contexto grafico y numérico, para luego caracterizar en el analitico.

Utilizando un recurso tecnolégico para la modelacion de un fendmeno fisico, las
actividades permiten analizar diferentes escenarios de variacion (qué magnitudes cambian,
cuanto cambian, cdmo cambian), a partir de las intuiciones y concepciones de los
estudiantes, llevando a la necesidad de caracterizar variaciones entre magnitudes, a través
del célculo de razones de cambio.

Se espera promover la reflexion y favorecer la participaciéon del alumno, considerandolo un
agente activo en su proceso de aprendizaje, siempre bajo la atencion del docente. Segun lo
expresado por Garcia (2011), todos y cada uno de los estudiantes deben tener oportunidad
de manifestar sus conocimientos previos, “...10S que constituiran una base sobre la cual
construir aprendizajes como resultado de acciones conjuntas...” (p. 16).

Se planea que el espacio de encuentro sea el gabinete de informatica y que los alumnos
resuelvan las actividades en parejas 0 equipos de tres integrantes a fin de propiciar la
interaccion y la confrontacion con diferentes formas de razonar o proceder.

Se considera que la situacion puede desarrollarse en cinco horas, distribuidas en tres fases.

e Fase inicial. Trabajo con un applet generado en GeoGebra (una hora)
Esta fase corresponde al inicio de la situacién de aprendizaje. Su objetivo es presentar y
contextualizar el contenido a tratar, a partir de la modelacion de un fenémeno real y de la
vida cotidiana de los estudiantes. Se busca promover la reflexion sobre conocimientos que

tienen o creen tener los alumnos, motivandolos y desafiandolos para la adquisicion de
nuevos conocimientos.
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La aplicacion consta de una Unica pantalla que incluye una serie de instrucciones y
preguntas. La misma se prepar0 a partir de un applet disponible en GeoGebraTube
(Gonzalez, s.f.), modificandolo de acuerdo a nuestro contexto y necesidades.

Plantea el analisis de una situacion de movimiento de tres autos, uno de ellos con velocidad
constante y los otros dos con velocidad variable. Los vehiculos recorren determinada
distancia y, llegando a un semaforo en amarillo, uno de ellos pasa siguiendo su marcha
normal, con velocidad constante, el otro se apura, aumentando su velocidad, y el tercero
debe frenar, por lo que disminuye su velocidad.

Los alumnos deben observar y analizar el movimiento de cada uno de los autos para
realizar una descripcién del mismo, teniendo en cuenta el desplazamiento y la velocidad de
cada auto. Es el andlisis cualitativo de la situacion, que permite considerar qué es lo que
cambia y como cambia. El andlisis de las gréficas del espacio recorrido por cada auto en
funcién del tiempo, permite estudiar el movimiento desde una representacion diferente, en
el registro grafico, corroborando o ayudando a dar la respuesta al tipo de movimiento.

Se apela a la intuicidn, a los conocimientos que manejan de su vida cotidiana y a los
conocimientos previos de cinematica. En la figura siguiente se muestra un recorte de lo que
se observa al interactuar con la aplicacion.
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Figura 1
e Fase intermedia. Resolucion de una guia de actividades (dos horas)

En esta fase se busca utilizar y relacionar los saberes movilizados en la etapa anterior para
construir nuevos conocimientos y significados.
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Se entrega a cada alumno una guia que deben responder a partir de la observacion e
interaccion con el applet. Al finalizar la clase el docente retira una de las hojas de trabajo
por grupo, de manera de tener herramientas para evaluar la actividad y preparar la clase
siguiente.

Las actividades, que se enuncian a continuacién, buscan que el estudiante aborde con
mayor profundidad las preguntas qué, como y cuanto cambia.

Guia de trabajo. En la animacion se observa el comportamiento de tres vehiculos ante
un semaforo en amarillo en una calle de la ciudad.

1) a) ¢(Qué magnitudes intervienen en la situacion? b) (Qué sucede con el
desplazamiento de cada auto para iguales intervalos de tiempo? ;Qué tipo de
movimiento lleva cada uno?

2)a) ¢ Cudl fue la distancia total recorrida por cada auto? ;Cudl fue la velocidad media de
cada auto a lo largo de todo su recorrido? b) En el intervalo de tiempo de 0 a 2 segundos,
¢cual fue el espacio recorrido por cada coche? ;Y su velocidad media?

c) ¢En qué momento alcanza el auto celeste al rojo? ;Qué velocidad tendran en ese
instante?

3)a) Teniendo en cuenta los espacios recorridos por el auto rojo completa la tabla de
abajo.

Instante t (en segundos) 1 2 3 4 5
Espacio e recorrido hasta el instantet | 9,9 19,8 29,7 39,6 49,5
Ae _e(ty) —e(ty)
Intervalos At=th—-1 Ae =e(ty) —e(ty) A -t
0<t<1
1<t<2
2<t<3
3<t<4
4<t<5
b) ¢Qué significado tienen los valores de cada columna? ;En qué unidades se expresan?
c) En la grafica se represent6 el espacio recorrido 1 Espacio recorrido (m)

por el auto rojo como funcion del tiempo. Describe
con tus palabras como cambia el espacio recorrido
del auto con respecto al tiempo.
Interpreta graficamente lo analizado anteriormente.
¢Por que la grafica es una recta?

R 1 2 3 4 5 (s

4)a) Teniendo en cuenta los espacios recorridos por el auto celeste completa la tabla.
Instante t (en segundos) 1 2 3 4 5

Espacio e recorrido hasta el instante t | 13,3 28,8 46,5 66,4 88,5
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Al —

Intervalos At=t,—t; Ae =e(t) — e(ty) Zf = e(ttzz)_fl(tl)

0<t<1

1<t<2

2<t<3

3<t<4

4<t<5
b) ¢ Qué significado tienen los valores de cada columna? ¢ En que unidades se expresan?
c) En la grafica se representd el espacio e
recorrido por el auto celeste como funcion del 30/
tiempo. Describe con tus palabras como cambia 20 A,
el espacio recorrido del auto con respecto al ot S LA
tiempo. 1
Interpreta  graficamente lo analizado il §
anteriormente. N 4
¢ Como se relaciona la forma de la grafica con el |
tipo de movimiento? 1 | /

i S S N T S

Se pretende que la resolucion de las distintas actividades lleve a los estudiantes a establecer
las razones de cambio promedio como una medida de la rapidez de cambio en fenémenos
de este tipo. Se espera que favorezca también al reconocimiento del tipo de funciones, o
representaciones gréficas, que dan lugar a razones de cambio constantes y aquellas que
llevan a razones de cambio variables. De esta manera se tienen en cuenta las
recomendaciones de Villa (2011) en cuanto a la importancia de posibilitar la identificacion
de caracteristicas de la funcion en cuanto a su variacion y a la variacion de la variacion
apelando al tratamiento y la conversion entre distintas representaciones.

La representacion tabular permite la introduccion a la determinacion cuantitativa de los
cambios. Tiene como objetivo principal que los alumnos trabajen con la velocidad media, a
partir de la obtencidon de las diferencias (incrementos) y de los cocientes entre estas
diferencias. Esto lleva a la identificacién de los patrones de regularidad que son los que
caracterizan al movimiento de cada uno de los autos.

Las representaciones graficas posibilitan la interpretacion geométrica de las distintas
medidas a partir de las graficas que describen los movimientos, identificando vy
diferenciando cada uno de ellos. En relacion a esto, Villa (2011) sefiala que algunos
aspectos caracteristicos de la comprension de la funcion desde una perspectiva variacional
son la descripcion cualitativa del cambio a partir de la identificacion de las caracteristicas
de su grafica y la asociacion de la manera como varia el cambio, segun la forma de la gréfica.

Con esta intencion, se prepararon las preguntas que complementan el trabajo con las tablas y
las graficas, y que exigen el analisis de toda la informacion disponible.
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Por ejemplo, en la actividad 4 se solicita el analisis del movimiento del auto que acelera
para poder pasar el semaforo.

Ae e(ty)—e(t;)| En la tabla se determinan los

Intervalos| At=t, -t |Ae =e(t) —e(t) |, =~ _; cambios de la variable

2_1 1 independiente (At), los de la

epen ,

0<t<1 1 13,3 13,3 variable dependiente (Ae) y

1<t<2 1 15,5 15,5 la raz6n entre los cambios de

2<t<3 1 17,7 17,7 una variable con respecto a

3<t<4 1 19,9 19,9 los cambios de la otra
4<t<5 1 22,1 221 (Ac/At).

La identificacion de esas cantidades en la representacion gréfica, implica asociar la medida
de los cambios con longitudes de segmentos, mientras que la comparacién de los cambios
de una variable con respecto a la otra, lleva a la interpretacién geométrica de la razén de
cambio como la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos que corresponden a
los extremos de cada intervalo.

Con las preguntas se aspira a que los alumnos relacionen la columna de las razones con la
velocidad media y con la forma de la curva. La profundizacion del analisis dependera de los
contenidos que se quieren desarrollar y del nivel educativo en el que estemos trabajando.

Lo primero que podemos observar en la tabla es que, mientras el cambio de tiempo se
mantiene constante, no ocurre lo mismo con los cambios del espacio recorrido, que son
cada vez mayores. Esto se puede interpretar también en la grafica (Figura 2).

E

%0 La curva crece cada vez mas rapido, lo
80 que se asocia a la velocidad cada vez
70- mayor del auto (velocidades medias
60 mas grandes en cada intervalo de
% tiempo considerado).

40‘

Con las preguntas: ¢en qué momento
alcanza el auto celeste al rojo?, y: ¢qué
velocidad llevara cada uno en ese
il ol aitherson momento?, se espera desafiar a los
P 240 S SN S SN alumnos comenzando a pensar en la
velocidad en cada instante.

e Fase final, de formalizacidn y validacion del conocimiento (dos horas)
En esta etapa el docente retoma lo trabajado durante las sesiones anteriores. Teniendo en

cuenta las respuestas de los alumnos en sus hojas de trabajo, plantea un debate fomentando
la participacion de todos. El discurso debe estar encaminado a reflexionar sobre las
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conclusiones de las distintas actividades desarrolladas, relacionando los aspectos
numéricos, gréficos y analiticos de los conceptos involucrados, e introduciendo las
nociones variacionales que cada actividad permite resaltar. Esta discusion es la base para la
formalizacion de los distintos contenidos, trabajando en el contexto analitico o simbdlico.

Finalmente, se propone la resolucion de otras actividades que permitan conocer el avance
de los alumnos con respecto al desarrollo de nociones y significados variacionales asi como
valorar la comprension respecto de los conceptos involucrados.

Reflexiones

Las nociones relacionadas a la matematica de la variacion y del cambio (las funciones y el
calculo), estan presentes en la vida cotidiana y en la mayoria de las ciencias, de ahi la
importancia de que adquieran sentido y significado para los estudiantes y que su estudio se
plantee, de diferentes formas, desde la educacion primaria hasta la superior.

La investigacion de antecedentes y nuestra experiencia en el aula, nos ha llevado a la
necesidad de revisar tanto los contenidos que se ensefian como la forma de ensefarlos.
Planteamos la importancia de disefiar e implementar situaciones de aprendizaje que permitan
generar conocimientos funcionales a nuestros estudiantes. En este sentido, consideramos que
el mayor valor de la situacion propuesta reside en la posibilidad de llevar al aula de
matematica una situacion cotidiana relacionada con la disciplina Fisica. La cuantificacion de
la variacion presente en un fendmeno modelado a través de Geogebra permitié la
construccion de nuevo conocimiento. Las actividades propuestas posibilitan poner en uso los
conocimientos sobre cinematica. Otros aspectos que rescatamos son:

e Combinar el conocimiento matematico con el uso de la intuicién y el sentido
comun.

e  Promover el uso de recursos tecnoldgicos que favorecen la visualizacion.

e Partir de los conocimientos previos y orientar la construccion de nuevo
conocimiento de manera organizada.

e Propiciar el trabajo colaborativo, generando discusion entre los integrantes de los
grupos.

e Suscitar actitudes de interés y responsabilidad hacia el estudio de la matematica.

La implementacion de estos disefios requiere mucho trabajo, tiempo y compromiso del
docente, pero creemos que es el camino, no so6lo de lograr conocimiento significativo, sino
también de que los estudiantes reconozcan que la Gnica manera de aprender es participar, hacer
matematica y, mas importante aln, que se den cuenta de que pueden aprender matematica.
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