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Resumen

Se presenta un dispositivo de asistencia a la ensefianza y al aprendizaje del tema
de funciones matematicas principalmente para personas con discapacidad
visual. El dispositivo consiste en un tablero que simboliza un plano cartesiano
sobre el que se colocan piezas que representan funciones matematicas. El
disefio estd optimizado para facilitar el aprendizaje interactivo por medio de
actividades hapticas. El dispositivo actualmente esta en uso en el taller de
matematica del Curso de Aprestamiento Universitario de la UNGS y su utilidad
se puede extender a otros niveles educativos. Se describe el dispositivo y se
presentan ejemplos de aplicacion.

Introduccion

El tema de funciones es impartido en cursos de matematica en los niveles de ensefianza
medio, terciario y universitario en el contexto de mdltiples disciplinas. La ensefianza-
aprendizaje de este tema y sus conceptos conexos integra la formulacion escrita de la
expresion matematica de la funcién con la enunciacion oral y requiere de un recurso
adicional que dé soporte a la representacion grafica de la funcién. (Falsetti, 2000)

En el caso de las personas con discapacidad visual, la escritura y la lectura de una funcion
matematica se pueden hacer mediante notacion matematica Braille (Della Barca, 2000;
Fernandez del Campo, 2004); sin embargo, esta practica no llega a brindar un acceso
directo a las cualidades geométricas de las funciones. En general, es la apreciacién de la
forma de la representacion gréfica el factor que mas eficazmente asiste al reconocimiento y
la comprension del comportamiento y caracteristicas geométricas de una funcion.

Los recursos estandares para la representacion grafica en el aula son: pizarrén, papel,
proyecciones digitales en pantallas murales o pantallas de dispositivos electronicos, entre
otros, que facilitan la visualizacién de una funcion para su analisis y descripcion. Pero las
personas con discapacidad visual estan impedidas parcial o totalmente de apoyarse en tales
recursos graficos, y necesitan contar con otros especificos que les den accesibilidad a las
formas matematicas, principalmente a través del tacto. (Rouzier, 2004; Martinez Perrone,
2010)

La carencia de recursos apropiados para la representacion grafica de funciones que sean
accesibles a las personas con discapacidad visual, desfavorece en ellas la interpretacion
significativa del objeto matematico en estudio, lo que reduce la posibilidad del aprendizaje
en igualdad de oportunidades. Es notable un cada vez mayor nimero de personas con
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distintos tipos de discapacidad —en especial, ceguera y disminucion visual- que estudian en
los distintos niveles de ensefianza con planes de estudio idénticos a los que se aplican en
comun al resto de los estudiantes. (Medina, 2016; Guerrero, 2016)

En cuanto a una propuesta para mejorar la ensefianza de la matematica a personas ciegas,
este trabajo parte de las siguientes preguntas: ¢cémo hace un docente para ensefiar
conceptos grafico-geométricos a una persona ciega?, /cOmo aprende esos conceptos una
persona ciega?, ¢hay tecnologia didactica adecuada y suficiente para llevar adelante ambas
tareas? (Bello, 2015) Dicho de otra manera y siguiendo al matematico francés Alain
Connes, quien dice que «al explorar la geografia de la matematica, el matematico percibe
los contornos y la estructura de un mundo de increible riqueza» (Dehaene, 2016), como
educadores nos preguntamos como podemos contribuir a que esas «texturas» sean
disfrutadas por los aprendientes ciegos. Nuestra propuesta se basa en la generacion de lo
que se denomina una tecnologia de apoyo.

Existen algunos esfuerzos para resolver el problema, en especial para la ensefianza de la
geometria, basados en una interfaz héptica y sonora (Rouzier, 2004). En cuanto a
tecnologias de apoyo mas simples para que las personas con discapacidad visual tomen
contacto con las formas grafico-geométricas de las funciones matematicas, existen tableros
pensados para el sentido tactil sobre los que se pueden representar las funciones mas
elementales.

En el comun de los casos, estas construcciones se reproducen de manera artesanal usando
materiales blandos, y las funciones se materializan con tiras de carton o goma cortadas a
mano o usando hilos o materiales elasticos a los que se les da la forma aproximada (Dado,
2016; Della Barca, 2015). O bien, se usan planchas de materiales deformables en las que las
formas se imprimen por repujado con un punzon. Ya sea gque estas técnicas sean practicadas
por el docente o el aprendiente, aun destacando el valor educativo que tienen, en ambos
casos resultan representaciones materiales de baja durabilidad, baja reproducibilidad y poca
0 mediana exactitud. (Rouzier, 2004; Martinez, 2015)

Se presenta aqui una propuesta basada en el empleo de técnicas de impresién 3D para
fabricar un tablero que simboliza un plano cartesiano junto a piezas que representan
funciones exactas, las que colocadas sobre el tablero quedan en sobre relieve para la
inspeccion tactil. La descripcion del dispositivo se complementa con la presentacion de una
serie de ejemplos de aplicacion. Ademas de su uso en el aula, con el que un aprendiente
ciego puede seqguir las clases a la par de alumnos videntes, el dispositivo también es una
herramienta Util para la practica y para la evaluacion.

Objetivos del dispositivo
El dispositivo tiene como objetivo principal poder representar funciones matematicas y(x)

con un alto grado de reproducibilidad y de exactitud sobre un tablero durable. La intencién
es proveer a una persona con discapacidad visual un recurso que respete las convenciones
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grafico-geomeétricas de un sistema cartesiano, y que le permita aprenderlas valiéndose por
si misma mediante el uso del tacto.

Es otro objetivo proveer un recurso que permita reconocer la forma que adoptan las
funciones para el aprendizaje de sus atributos, tales como: existencia de rangos de
crecimiento y de decrecimiento, rangos de positividad y de negatividad, existencia y
ubicacion de raices, existencia y ubicacion de maximos y minimos absolutos y relativos,
comportamientos asintdticos, concavidad, periodicidad, dominio e imagen, entre otras
posibilidades.

Con el dispositivo se espera gque una persona con discapacidad visual incremente su
capacidad de participar activamente en una clase del tema de funciones junto a pares que no
presentan ese tipo de discapacidad, con la asistencia de un recurso de uso personal, y
contribuir con ello a una mayor inclusion educativa.

El dispositivo se ha ideado para que puedan usarlo personas con discapacidad visual de
diferentes edades, de modo que puedan participar de estrategias de aprendizaje de
conceptos matematicos con distintos grados de complejidad y de acuerdo con sus trayectos
educativos. En la misma linea, el dispositivo puede ser operado por personas que presentan
distintos grados de discapacidad visual y que tienen distintos adiestramientos y habilidades
para recoger informacion a través del sentido del tacto.

El disefio general se corresponde con las caracteristicas que tiene que presentar un elemento
de disefio universal, como resefia Ginnerup (2010), a la vez que también significa un aporte
a estudiantes que, aun sin presentar discapacidad visual, tienen dificultades para la
comprension del concepto de funcién matemética. Estos agregarian a sus métodos de
aprendizaje —basados primariamente en percepciones visuales y auditivas— un método
adicional de comunicacion con el objeto matematico a través de la percepcidn tactil.

Finalmente, la solucion propuesta tiene como resultado un dispositivo durable, de
fabricacion simple, de bajo costo y de facil reproduccidn, y que se puede operar con escaso
entrenamiento inicial.

Descripcion del dispositivo
Los objetivos mencionados fueron alcanzados mediante la concepcion de un tablero
rectangular representativo de un sistema cartesiano, sobre el que se pueden fijar piezas

intercambiables que simbolizan distintas funciones matematicas. En la figuras 1se muestra
el tablero, su soporte y un conjunto de piezas a colocar.
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Figura 1. Izquierda) Tablero y soporte. Derecha) Juego didactico completo. Disefiado con
SolidWorks.

El tablero tiene 16 cm x 17 cm de lados y 5 mm de espesor y estd construido con un
material termoplastico con una técnica de deposicion fundida practicada con una impresora
3D. Cuenta con una matriz cuadrada de orificios que sirve de referencia para la ubicacion
de las coordenadas del sistema cartesiano. En esos mismos orificios se encastran las piezas
intercambiables que representan funciones matematicas.

El tablero tiene la bondad de facilitar una rapida identificacién de elementos matematicos
convencionales, como ejes ortogonales y escalas. Esto es posible a través de un conjunto de
marcadores extendidos y localizados: los primeros, en bajo relieve, indican los ejes; los
segundos, en sobre relieve, se suman a la funcion de los orificios para asistir al usuario con
discapacidad visual en su orientacion espacial en la superficie de trabajo definida por las
dimensiones del tablero.

Otra ventaja es que el tablero tiene impreso en un lado (lado anverso) los marcadores en
sobre relieve, pero no en el otro (lado reverso), lo que permite al usuario elegir el uso de
uno u otro dependiendo de su necesidad de contar 0 no con estos marcadores orientadores
extra, lo que queda subordinado a sus habilidades personales para ubicarse espacialmente
en el &rea de trabajo. En cambio, los marcadores extendidos en bajo relieve que simbolizan
los ejes coordenados estan presentes en ambos lados del tablero.

Se ha adoptado una ubicacién de los ejes cartesianos con origen (0, 0) en el centro del
tablero, de modo de permitir la representacion de funciones en los cuatro cuadrantes. Dada
la simetria que aporta la ubicacion centrada de los ejes tanto en su lado anverso como
reverso, el dispositivo relne las caracteristicas necesarias para que sea usable con el mismo
grado de confort tanto por personas diestras como zurdas.

El disefio del tablero respeta las convenciones matematicas en cuanto al uso de escalas
lineales para la representacion grafica en un sistema cartesiano ortogonal en dos
dimensiones. Las escalas no estan predefinidas sobre el tablero, por lo tanto se tienen que
interpretar como «escalas en unidades arbitrarias». Esto da libertad para definirlas
especificamente en cada ocasion, lo que lleva a poder representar funciones matematicas
con dominios e imagenes que pueden estar contenidos en un amplio intervalo de valores, y
sin que estos intervalos necesariamente sean los mismos.
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El tablero cuenta con un soporte, cuyo uso da lugar a que se lo pueda mantener en una
posicién estable casi vertical mientras el soporte se apoya sobre la mesa. El uso del soporte
redunda en varias ventajas adicionales:

- el usuario libera sus manos, ya que no necesita sostener el dispositivo;

- el tablero queda frente al usuario en una posicion comoda para las operaciones
hépticas;

- con el tablero casi vertical, quedan naturalmente definidas las orientaciones «hacia
arriba» y «hacia abajo» del sistema cartesiano.

En un orden didéctico, el dltimo item favorece la comunicacion verbal entre el docente y el
estudiante en instancias tales como las de describir caracteristicas de las funciones, como
existencia de «concavidad hacia arriba» 0 «concavidad hacia abajo», o para caracterizar
«intervalos de crecimiento» o «intervalos de decrecimiento» de una funcion.

El soporte es la union fisica de una regla y un transportador, y se puede usar separado del
tablero. La regla tiene una escala graduada con marcadores en sobre relieve cada un
centimetro. El transportador estd graduado en grados sexagesimales para la medicion de
angulos, con indicaciones en sobre relieve cada 10° en un intervalo de 180° mas
marcadores adicionales que resaltan las posiciones angulares de 45°, 90° y 135°.

En cuanto a las piezas intercambiables que simbolizan funciones matematicas, estas son
rigidas o semirrigidas, y cuentan con encastres cilindricos que se insertan en los orificios
del tablero para definir su ubicacion en el sistema cartesiano.

El conjunto de piezas intercambiables incluye: lineas rectas, pardbolas, hipérbolas,
polinomios cubicos, funciones seno, coseno y tangente (como ejemplos de curvas
abiertas); un ejemplo de interseccion parabola-recta; circunferencias de distintos radios y
elipses de distintas excentricidades (como ejemplos de curvas cerradas, que también sirven
para describir Orbitas planetarias, por ejemplo).

Una vez que cualquiera de las piezas queda encastrada en el tablero, permanece fija en
sobre relieve, una condicion necesaria para facilitar la inspeccion tactil que lleve a
reconocer su forma vy, a partir de alli, se proceda al reconocimiento de los atributos de la
funcién que representa. Este proceso de asociacion que se realiza en dos fases
(reconocimiento de forma y reconocimiento de atributos) es intrinseca de la actividad
haptica. (Ballesteros, 1993)

Para representar graficamente otras funciones ademas de las mencionadas, se puede recurrir
a un conjunto de encastres individuales que cuentan con un ojal en un extremo (Figura 2).

Cuando un numero suficiente de estos encastres se fijan en los orificios del tablero para
marcar puntos (X, y) de paso de una dada funcién a representar, por el ojal que queda en
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sobre relieve se puede enhebrar una tira flexible de material que toma la forma de la
funcién mediante una aproximacion por tramos curvos cortos.

Para que el mayor numero de personas con discapacidad visual puedan usar el dispositivo,
el tablero es oscuro y las piezas que se colocan sobre él, claras, para asi lograr un mayor
contraste de colores entre las figuras y el fondo. Las aristas y los vértices de todas las piezas
integrantes del dispositivo estan redondeados a fin de reducir la posibilidad de raspaduras

en los dedos.

L
L B S B )

Figura 2. Uso de encastres individuales para representar funciones matematicas.

Ejemplos de uso
1) Reconocimiento del sistema cartesiano

El docente pone a disposicion del estudiante el sistema cartesiano y lo orienta para que

realice:
a) identificacion del centro del sistema cartesiano y de la ubicacion de los ejes;
b) identificacion de los cuatro cuadrantes;
c) ubicacién de puntos coordenados, por ejemplo: (0, 4), (5, 0), (4, 6), (1, -3), (-3, 3),
etcétera, con la indicacion de cuales estan sobre los ejes y cuales dentro de un cuadrante

y cuél es ese cuadrante;
d) conteo de puntos coordenados —definidos por los agujeros— en las direcciones x e y,

y célculo de la cantidad total de puntos del sistema.
El docente recoge la opinion del estudiante en cuanto a posibles dificultades que se
presenten en esta etapa de reconocimiento, originadas ya sea por la rugosidad del material,
el espaciado de los agujeros-coordenadas, tamafio de las ranuras-ejes, entre otros.

El docente podra solicitar al estudiante que realice la misma actividad con su mano menos
habil.

2) Con la funcién lineal y = m x
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Se presenta el sistema cartesiano con una recta
que pase por el origen. Algunas preguntas:
a) ¢La recta pasa por el origen? ¢La recta
tiene pendiente positiva o negativa? ;Como
te das cuenta?
b) ¢Cudl es la pendiente de la recta?
c) El punto de coordenadas (X, y) = (1, 3)
¢es un punto de la funcién?
d) ¢Cudl es la ecuacion de la recta que
estamos analizando?
Se sugiere usar rectas de pendiente positiva y negativa.

3) Con la funcién linealy=mx +b

El docente presenta al estudiante el sistema
cartesiano con la inclusién de una recta con
ordenada al origen b # 0. Algunas preguntas:

a) ¢La recta tiene ordenada al origen? Si
tiene, ¢cuanto vale?

b) ¢La recta tiene pendiente positiva 0
negativa? ¢Como te das cuenta?

C) ¢ Cuél es la pendiente de la recta?

d) ¢En qué punto la recta cruza el eje x?

e) ¢ Cudl es la ecuacion de la recta que estamos analizando?

Se sugiere usar rectasconb<0yb<0;ym>0ym<0.
4) Con la funcion linealy=mx +b

El docente presenta al estudiante el sistema
cartesiano con una recta colocada desde el
lado reverso del sistema, de modo que los
encastres sobresalgan por el lado anverso. Se
pide al estudiante que genere una tabla de
puntos (X, y) de la recta.

5) Con la funcién cuadréticay = + x?

Se presenta el sistema cartesiano con una
parabola con vértice en el origen. En este
caso, la separacién entre orificios es de una
unidad en ambas direcciones. Se puede
preguntar:
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a) ¢Cual es el vértice? ¢Es el punto minimo o maximo de la pardbola?
b) ¢El punto de coordenadas x = -2 e y = 4 es un punto de la funcion.
c) Deducir algunos puntos de paso.

6) Con la funcién cuadraticay = + (X —a)?

El docente presenta al estudiante el sistema
cartesiano con una pardbola con el vértice
desplazado del origen, sobre el eje x. Podra
preguntar al estudiante:

a) Definicion de la coordenada del vértice.
b) Definicion de la funcion representada

7) Con la funcién cuadraticay = + (x —a)*+b

El docente presenta al estudiante el sistema
cartesiano con la inclusion de una parabola
que tenga vértice en un punto (a, b) # (0, 0).
Puede preguntar al estudiante:

a) Definicion de la coordenada del
vértice.

b) ¢La funcion tiene raices? En caso
afirmativo: ¢cuales son sus valores?

Se sugiere ubicar el vértice en distintos cuadrantes.
8) Usando una de las funciones cubicas

El docente presenta al estudiante el sistema
cartesiano con la inclusion de un polinomio
cubico.

Algunas cuestiones para desarrollar:

a) Indicamos cuales son las raices de la
funcién.

b) En un intervalo indicado, averiguamos
si la funcion es creciente o decreciente.

c) Indicamos los conjuntos de positividad
y negatividad de la funcion.

d) Analizamos existencia de maximos y minimos relativos y absolutos.

9) Con una funcién sinusoidal
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Se presenta el sistema cartesiano con una
funcién seno o coseno v se solicita el analisis -
de la funcion.

a) ¢La funcion es periédica?

b) Definir el  periodo  mediante
mediciones sobre el tablero.

c) Definicion de la funcion.

Comentarios finales b d
El dispositivo presentado estd en uso desde 2015 en el taller de matematica del Curso de
Aprestamiento Universitario (CAU) de la UNGS. Ha permitido ampliar los recursos
didacticos para la ensefianza a ciegos y disminuidos visuales. La evaluacion que tanto
docentes como estudiantes han realizado del dispositivo es positiva. Queda abierta la
posibilidad de usarlo en otros cursos de matematica y en distintos niveles educativos. En
2016, el dispositivo se ha complementado con un conjunto de piezas impresas para la
ensefanza-aprendizaje de geometria. En abril de 2016 se va a brindar la capacitacion
Matematica con los dedos a docentes de escuelas especiales del pais sobre el
aprovechamiento de estos nuevos dispositivos en las clases de matematica. Los autores
creemos que estos nuevos recursos pueden integrarse eficazmente con otros recursos
disponibles para contribuir a mejorar la ensefianza-aprendizaje de matematica en las aulas
del pais, principalmente de escuelas especiales.
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