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Resumen

Las razones trigonométricas como objeto matematico fue un concepto muy
estudiado a nivel escolar, pero retirado del curriculum chileno en reforma del
2009, generando que los estudios al tema fueran disminuyendo. Actualmente
fue reintegrado presentdndose como un contenido de importancia a trabajar.
Entendiendo la importancia de articular la modelacién con este contenido, este
trabajo se plantea como objetivo lograr que los alumnos modelen situaciones en
el contexto de las razones trigonométricas, Con un sustento tedrico, basado en
la Teoria de las Situaciones Didacticas de Brousseau.

Introduccion

Las razones trigonométricas son comparaciones entre trazos, regidas por el valor de un
angulo. Desde el punto de vista de esta investigacion todo sera en el contexto del triangulo
rectdngulo, trabajando con los &ngulos agudos formados en él, con el fin de solucionar
problemas en el contexto de las razones trigonométricas. Pero a pesar de sus extensos
estudios en la antigiiedad, en la actualidad es diferente.

Uno de los cambios mas significativos que el curriculum ha tenido, fue el del 2009, donde
retiraron las razones trigonométricas como un contenido escolar. Lo cual el interés en Chile
de estudiar este objeto matematico redujera. En el afio 2013, en el curriculum se instauro
que las razones trigonométricas si son un objeto necesario de estudio, por lo cual para el
afio 2016, en todos los colegios sera necesario ensefiar razones trigonométricas.

Pero constantemente se habla que lo conceptual siempre va unido a lo procedimental y una
de las habilidades necesarias a la hora de poder resolver problematicas, es la modelacion.
¢Que es la modelacion en matematica? Es la habilidad de matematizar, en signos o
estructuras una situacion cotidiana, con el fin de darle respuesta o un sentido mas logico. El
desarrollo de esta habilidad lleva a la mejor comprension de los alumnos, por el nivel
cognitivo que tiene y porque nos entrega diferentes representaciones de un concepto.

Por lo tanto el objetivo de esta investigacion es crear una secuencia que permita lograr
desarrollar la habilidad de modelar razones trigonométricas en triangulos rectangulos, con
el fin de mejorar el proceso de ensefianza aprendizaje y superar cualquier obstaculo que
estos objetos de estudio traigan consigo.
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Como sustento tedrico, se selecciond la Teoria de las Situaciones didacticas como la mas
pertinente, por su forma de estructurar paso a paso los procesos mentales que los
estudiantes hacen a la hora de desarrollar un problema y porque nos permite lograr que
ellos logren crear el contenido por medio de estructuras y la guia del profesor.

Esta investigacion esta estructurada en la Ingenieria Didactica, la cual se divide en cuatro
procesos. Todo este proceso se le nombra “Primera fase: Andlisis preliminares”. Luego se
crea una secuencia y se analizan los objetivos, errores, técnicas y objetivos que tendré que
superar los obstaculos encontrados y mejorar el proceso de ensefianza aprendizaje. A esto
se le denomina “Segunda Fase: Concepcion y andlisis a priori de la secuencia”. Luego esta
secuencia se lleva a las aulas para ver la reaccion de los alumnos y como funcion, siendo
esta la “Tercera fase: Experimentacion”. Para finalizar con el estudio de los resultados y la
confortacion de los objetivos iniciales con lo que se logro, siento la “Cuarta fase: Analisis a
priori y resultados”.

Este trabajo esta dirigido directamente a mejorar y estudiar el uso de las razones
trigonométricas y su modelacion, ya que es algo que las futuras generaciones deberan
aprender y un contenido que se debera ensefia, lo cual lo hace un objeto de estudio para la
mejora del proceso de aprendizaje.

Antecedentes tedricos.

La modelacion, de forma general en la matematica, es un tema importante ya que, desde el
antiguo Egipto, Arabia, el Renacimiento y en la Modernidad, se ha buscado matematizar las
situaciones o conflictos que vive el ser humano, con el fin de darles solucién y sentido a
estas. Y desde este mismo enfoque, las razones trigonomeétricas se han transformado en un
tema un tanto dificil de tocar en las aulas, por su complejidad y abstraccion. Citas
importantes como “Todas aquellas herramientas —signos o graficos- que hacen presentes
los conceptos y procedimientos matematicos y con las cuales los sujetos particulares
abordan e interactdan con el conocimiento matematico, es decir, registran y comunican su
conocimiento sobre las matemdticas” (Rico, 2009).“Es fundamental también en el
desarrollo de esta unidad el trabajo con tridngulos. EIl alumno o la alumna que se enfrente
a la trigonometria deberan acometer una serie de problemas que involucran la resolucion
de triangulos. Por ello, aunque por si solos no supongan un sistema de representacion
para los conceptos propios de la trigonometria, seran fundamentales en la modelacién de
un problema” (Medina, pag. 20). Las razones trigonométricas se han transformado en un
tema un tanto dificil de tocar en las aulas, naturalmente surgen varias interrogantes como:
¢Qué se espera que aprendan los estudiantes sobre razones trigonomeétricas?, ¢Que
obstaculos pueden encontrar en este proceso de aprendizaje?, ¢ Como se puede facilitar este
aprendizaje?, ¢Sera la modelacion, fundamental en este proceso? El objetivo general de la
investigacion sera crear una secuencia didactica, en un 2do medio, basada en la deduccion
de las seis razones trigonométricas y su valor en un angulo de 30°, 45° y 60°, apoyandonos
del triangulo equilatero, con su altura, y el cuadrado, con su diagonal. Para finalmente
aplicarla en situaciones de modelacion.
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El Marco tedrico que se empleara en nuestra investigacion sobre la modelacion a las
razones trigonométrica en resolucion de problemas, es la Teoria de las Situaciones
Didacticas (TSD). La ensefianza es creada con las relaciones entre el sistema educativo y el
alumno, vinculadas a la trasmision de un saber dado y en donde “la relacioén didactica se
interpreta como una comunicacion de informaciones” (Brousseau, pag. 13).

Imagen 1: Tridngulo Didéactico

Una situacion es un modelo de interaccion entre un sujeto y un medio. Consideramos el
medio como un subsistema autéonomo, antagonista del sujeto. “las situaciones suelen
estudiarse como dispositivo para revelar los conocimientos del alumno” (Brousseau,
1986).

Metodologia

La metodologia utilizada en esta investigacion es la ingenieria didactica, por tener un
esquema experimental basado en realizaciones didacticas en clases (concepcion,
realizacion, observacion y andlisis de secuencia de ensefianza).

Origenes del conocimiento

En Egipto (2000 — 1800 A.c.) se dan los primeros rastros de la trigonometria y uno de los
mas reconocidos en lo que respecta a la matematica es el papiro de Rhind o Ahmes, para
poder construir una piramide, sugiere la utilizacion de trigonometria.

Mas adelante en Babilonia (1900 — 1600 A.c.) una tablilla babilénica, donde se reconoce
nuevamente la utilizacion de la trigonometria, ya que se ve la relacion entre la hipotenusa y
el cateto mayor como objeto de estudio, mas que como herramienta. Su aplicacion estaba
dirigida al area de cuadrados y triangulos.

En Grecia (260 — 150 A.c.) es donde se acepta el nacimiento de la trigonometria, con el fin
de dar solucién a los problemas tipicos de la astronomia.

Los Arabes (750 — 1300) con AL-Habas se introducen la funcién tangente. Pero no fue
hasta los afios 1200, donde Nasir-Eddin, hizo uno de los primeros libros de trigonometria
plana y esférica, para resolver problemas en triangulos y esferas. En Europa medieval (S.
XI1) Regiomontando escribid su obra De triangulis, que en su segundo tomo habla
directamente de la trigonometria, demostrando el seno y el coseno.
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En Renacimiento Regiomontano, presenta en sus libros | y I, donde se trabaja propiedades
de triangulos con trigonometria, teorema de seno y determinacion de angulos. Epoca de
transicion al barroco (1475 — 1580) con la obra de Nicolas Copérnico, se obtienen grandes
avances en lo que es la trigonometria, por sus postulados de que la tierra gira alrededor del
sol. Pero su aprendiz Georg JoachimRheticusOpus palatinum de triangulis, crea las
relaciones trigonométricas con proporciones respecto a los lados del triangulo rectangulo
detallando las 6 funciones trigonométricas conocida.

La “Modelacion Matematica” tiene que ver con la matematizacidon en cursos regulares,
sistematica y programada.

Ahora con respecto a la epistemologia de la modelacion, la autora divide la modelacion en
5 grandes etapas:

I.  Epoca pitagérica: Con los niimeros se explicaba el universo. En esta época el uso de
las matematicas estaba ligado a una vision de tipo religiosa y dominada por los mitos y
religiosidad.

Il. Revolucién cientifica de Galileo:Descripcion de fendmenos naturales y leyes que
irguen a la naturaleza, escritos en forma matematica.

I1l. Epoca mecénica de Newton:Domina el pensamiento cientifico. una concepcion
mecanicista, asociada al movimiento de cuerpos. La naturaleza depende de las
matematicas y viceversa.

IV. Siglo XX:Se dejo, paulatinamente, de mencionar modelos de tipo mecanico para dar
lugar a formas de describir los fendmenos a partir de la analogia de las estructuras
matematicas subyacentes a €stos.

V. Actualidad: Hoy el interés por la modelacion matematica ha pasado a ser de s6lo un
dominio de quienes se dedican a las matematicas aplicadas a un area de interés para la
educacion matematica .Se utiliza en todas las areas de la matemaética, y para todas las
aplicaciones.

La union entre lo que son las razones trigonométricas y la modelacion, es que ambos
nacieron de la necesidad de matematizar una situacién y buscar la razén de aquel
fendmeno.

Andlisis curricular

Es importante mencionar previo al analisis desde la perspectiva curricular, que el contenido
de las Razones Trigonomeétricas fue eliminado del curriculum pero en el afio 2013 junto al
ajuste curricular que tuvo la educacion ese afio se encuentra informacién de que el
contenido habria sido asignado para realizarse en 2°afio medio, donde solo el curriculum
muestra los aprendizajes esperados asignados a este contenido. Frente a lo mencionado
completamente realizaremos el analisis curricular respecto a la TSD. Es por ello que para
realizar un andlisis mas completo respecto a lo curricular se empleara una observacion
desde cada curso por si solo, siendo Segundo Medio con el que se comenzara y luego se
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empleard y utilizard dos visiones en 3° Medio las cuales serdn comparadas y trabajadas
cada una por si sola, una es desde el Programa de estudio del afio 2013 y la otra desde los
archivos de Educar Chile, que es una pagina de apoyo dirigido a la comunidad educativa,
principalmente a docentes y estudiantes.

Contexto formal

Se utilizaran los primeros tres capitulos del texto “Trigonometria Elemental” para
relacionarlos con el tema seleccionado siendo los capitulos 11 y 11l los utilizados para el
trabajo de la secuencia didactica.

Al leer el texto formal se puede denotar que en primera instancia busca dar las
explicaciones a conocimientos previos que se deben tener para la comprension de las
Razones Trigonométricas, como lo son el manejo de los angulos y la forma en la que los
especialistas los trabajan (grados y radianes) que son tratados en el capitulo | del texto, pero
no se debe olvidar que en el contexto escolar se emplean principalmente los grados.

Luego centrandonos en el Capitulo 1l llamado Razones Trigonométricas, lo primero que
presenta el texto es la definicion formal de razén para luego pasar a la presentacion de lo
que son las razones trigonométricas, dando la explicacion formal a través del tridngulo
rectangulo de cada una de las 6 y luego empleando las demostraciones de estas a través de
las relaciones entre ellas mediante los angulos.

9. Definicion. Razdn es la relacién o cociente de una can-
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namdrica. 9 ado opuesto

Imagen 2: Trigonometria Elemental, H. S. Hall, M. A.

En el Capitulo Il que trata de las Relaciones entre las Razones Trigonométricas habla de
las relaciones que se dan entre las mismas razones trigonometricas, demostrando que en
varios casos se cumple una reciprocidad entre ellas. Finalizando el capitulo se muestra una
serie de identidades trigonométricas son de apoyo para mostrar las relaciones y
reciprocidad entre ellas.

Como bien se muestra el texto formal es un conjunto de definiciones y teoremas con los
que se puede emplear el conocimiento desde su raiz principal, con esto, el texto no permite
que se desarrolle una construccién del conocimiento propia por parte de los alumnos, pero
lo que se podria emplear, es que el docente podria utilizar como una estrategia en base al
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texto para generar el aprendizaje, donde los alumnos trabajaran las razones y utilicen
extractos del texto formal entregados por el docente, con la intencionalidad de ir guiando a
los alumno para concretarlo.

Frente a la modelacién, el texto carece de trabajo para ello, puesto que solo presenta
ejercicios a modo de replicacion, y empleo de propiedades pero carece de ejercicios que
generen o propicien a la modelacién en el aula.

Analisis cognitivo

Existen variados obstaculos y errores en el uso, tanto de la modelacion, como de las
razones trigonométricas. Por ende cuando se estudian ambos, los obstaculos se unen. Es asi
como en este apartado se clasifican esos obstaculos y luego con la secuencia didactica, se
intentaran eliminar. Previo a mencionar a los obstaculos, luego de amplias lecturas de
respaldo, se considera de gran importancia saber de qué trata un obstaculo y por eso lo
primero sera definir un concepto de obstaculo segin Bachelard (1938-1983) quien
menciona entre otras cosas a los obstaculos didacticos como una tendencia, que de forma
engafosa hace confiar en experiencias intuitivas. También se puede considerar como una
propension a generalizar, que puede esconder la singularidad de la situacion.

Obstaculos

Clasificacion Ontogénico: a) Dificultad para realizar las traducciones entre las distintas
representaciones de las razones trigonométricas, a partir de los datos dados en el problema.
b) Dificultad en la aplicacion de las definiciones de las razones trigonométricas.
Clasificacion Epistemoldgica: Dificultad para modelar situaciones problema.

Muestra: La implementacion exploratoria, en el marco del estudio de casos, aborda un
caso de analisis, con 11 estudiantes de 11° afio de ensefianza media.

Instrumentos

Secuencia: se empleara una secuencia didactica propuesta por estudiantes de ultimo afio de
la carrera de Pedagogia en Matematica y Estadistica que consta de un test diagnostico, una
secuencia de duracion dos clases y un test final.

Resultados y analisis

Primer nivel de analisis:

Lo que se esperaba de los alumnos es que desde la evaluacion diagnostica que se emplea,
para luego aplicar una secuencia se pudiera demostrar que ellos lograran adquirir el
aprendizaje para cuando es evaluado nuevamente en el test final, donde se esperaba que

pudieran modelar todas las situaciones que se les presentaban, con respecto a triangulos
rectangulos y que lograran desarrollarlos en el contexto de las razones trigonométricas,
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utilizando seno, coseno y tangente, reconociendo angulos de depresion y elevacion.
Ademas se esperaba que se evidenciar que los tres obstaculos encontrados se pudieran
superar y el concepto quedara internalizado en los alumnos.

Los obstaculos eran:

e Dificultad para realizar las traducciones entre las distintas representaciones de las
razones trigonomeétricas, a partir de los datos dados en el problema.

e Dificultad en la aplicacion de las definiciones de las razones trigonométricas (por
ejemplo, confundir la definicion de seno con la de coseno).

e Dificultad para modelar situaciones problema. (representacion grafica, simbdlica,
vocabulario e interpretacion).

Dentro de lo que se dio en la sala de clases, con el test final, los alumnos fueron capaces de
resolver satisfactoriamente el problema, ya que reconocieron cuales eran los de depresion y
elevacion y como interactuaban con el problema. Modelar la situacion y entregar un
resultado correcto. Lo mismo que con el tercer ejercicio. Pero a la hora de llegar al segundo
ejercicio no lo entendieron de la forma que se esperaba, ya que la modelacién no fue la
correcta. Pero desde el punto de vista que la mayoria tuvo el mismo problema y lo entendi6
de la misma forma incorrecta, se concluye que el ejercicio estaba escrito de mala o no se
dio a entender debido a su redaccion. Por esto se concluye, por los otros dos ejercicios, que
los objetivos fueron cumplidos, segin lo que se rescatd del test final, ya que lograron
modelar las situaciones y resolverlas utilizando las razones trigonomeétricas.
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