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Resumen

Para poder realizar construcciones de figuras geomeétricas con regla no
graduada y compas se deben utilizar muchos conceptos y propiedades de las
mismas. En este trabajo se muestra lo observado en un aula de primer afio del
Profesorado de Matematica donde, mediante diversas actividades de
construccién de triangulos dados ciertos datos, se trata de analizar cuales son
las dificultades que presentan los estudiantes. Este andlisis conducirad a
encontrar estrategias de ensefianza acordes a las dificultades observadas, que
favorezcan el aprendizaje de los alumnos.

Introduccion

En la clase de Geometria métrica, en un curso de primer afio del Profesorado de
Matematica, se observa que los estudiantes presentan dificultades para construir triangulos
con regla no graduada y compas partiendo de algunos datos dados.

Son varios los pasos que intervienen en una construccion y pueden ser distintas las
dificultades, si se tienen en cuenta o no las propiedades en el momento de realizar una
figura de analisis y si esas consideraciones se emplean en la construccion.

Mediante este trabajo se espera:

e Identificar la existencia de obstaculos epistemoldgicos relacionados con las figuras
geométricas.
e  Generar una propuesta didactica para solucionar las dificultades encontradas.

Es importante que los estudiantes puedan relacionar temas estudiados previamente y
aplicarlos en la construccion de triangulos, no solo la definicion de triangulo y sus
propiedades sino también por ejemplo nociones de congruencia de segmentos y angulos,
punto medio de un segmento, perpendicularidad y paralelismo.

Todos estos conceptos deben utilizarse en el momento de hacer una construccion y de

justificar si dicha construccién es posible 0 no. Lo importante es que el estudiante esté en
condiciones de analizar la figura.
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En el curso de Geometria métrica se espera que los estudiantes puedan adquirir las
estrategias para realizar construcciones de figuras geométricas considerando las
propiedades de las mismas. Las construcciones geométricas deben reafirmar las
propiedades de las figuras.

Marco Teorico

Existen muchas investigaciones sobre cémo aprenden los nifios y sobre como va
evolucionando el pensamiento cuando los nifios pasan a jovenes y luego a adultos, pero
centrado en la Geometria el modelo méas especifico y que se ajusta mas a las situaciones
que se plantean en las aulas, cuando los alumnos estan aprendiendo, es el que formularon
los esposos Pierre y Dina Van Hiele.

Este modelo incluye dos aspectos:

e Descriptivo: a través de la definicion de cinco niveles de razonamiento.
e Prescriptivo: da pautas a seguir en la organizacion de la ensefianza para que los
estudiantes avancen en las etapas del razonamiento, mediante cinco fases de aprendizaje.

Sus principales caracteristicas son:

v Secuencialidad en la adquisicion de los niveles, los objetos de un nivel se convierten
en el objeto de estudio del siguiente nivel,

v’ Especificidad del lenguaje.

v Si el estudiante esta en un nivel y la instruccion en otro diferente, puede que no se
dé el aprendizaje deseado y el progreso.

v El estudiante puede estar en distintos niveles para conceptos diferentes.

v El progreso en los niveles no depende de la edad.

Niveles de razonamiento

Primer nivel: La consideracion de los conceptos es global. No se tienen en cuenta
elementos ni propiedades.

Segundo nivel: Los conceptos se entienden y manejan a través de sus elementos, esto
hace posible la identificacion y generalizacion de propiedades como caracteristicas del
concepto en cuestion. (Sin establecer relaciones entre ellas)

Tercer nivel: Se establecen relaciones entre propiedades

Cuarto nivel: Se caracteriza por la comprension y el empleo del razonamiento formal.
La aplicacion, segun las leyes de la logica, de propiedades ya verificadas para obtener
nuevas propiedades.

Quinto nivel: El estudiante puede trabajar varios sistemas axiomaticos, se pueden
estudiar diversas geometrias, Se ve la geometria en abstracto.

Fases de aprendizaje

Primera: Informacién reciproca profesor-alumno
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Segunda: Orientacion guiada, el profesor dirige a los alumnos para que éstos vayan
descubriendo lo que van a constituir en el nivel.

Tercera: Explicitacion. Que los estudiantes sean conscientes de las caracteristicas y
propiedades aprendidas.

Cuarta: Orientacion libre. Consolidar los aspectos basicos del nivel.

Quinta: Integracion. Tiene como objeto establecer y completar la red de relaciones de
ese nivel.

Dentro de estos conceptos se analizaran los procesos didacticos y cognitivos. Estas fases de
aprendizaje se pueden dar en cada uno de los niveles de razonamiento. Se pretende analizar
cudles son los niveles de razonamiento de los estudiantes en el momento de realizar las
construcciones de tridngulos con regla no graduada y compas con el fin de detectar los
obstaculos epistemologicos y considerar si es posible orientarlos en sus fases de
aprendizaje.

Los estudiantes adquieren un concepto y se forman determinada imagen del mismo, por
haber estudiado el tema con anterioridad o por relacionarlo con temas afines. Ante nuevas
situaciones podran modificar dicho concepto, “Se crea un conflicto entre la precedente
imagen, que el estudiante creia definitiva, relativa a dicho concepto, y la nueva; esto sucede
especialmente cuando la nueva imagen amplia los limites de aplicabilidad del concepto, o
proporciona una version mas completa”. (D"Amore, 2005, p. 47). Si el estudiante logra
comprender esta nueva version del concepto podemos decir que pasa de un nivel a otro de
razonamiento acerca del mismo.

Propdsito del trabajo

La idea principal de este trabajo es analizar las dificultades de los estudiantes cuando tienen
que realizar construcciones de triangulos con regla y compas dados tres de sus elementos,
que son las primeras construcciones después de las construcciones basicas como transporte
de segmento y transporte de angulo; observar si ponen en juego las definiciones y las
propiedades de triangulos en general; considerar si utilizan figuras generales o alguna en
particular que no alcance para generalizar a todo tipo de tridngulo; y por Gltimo; analizar si
se utilizan otros conceptos que intervienen en la construccion de figuras en general como:
lugar geométrico, paralelismo y perpendicularidad, las condiciones de las figuras de
analisis que resultan utiles para la construccion y cuales pueden ser un obstaculo
epistemoldgico, didactico o cognitivo.

Conceptos involucrados en las construcciones

Las figuras de analisis son fundamentales como guia para realizar las construcciones.
“Cuando se habla de figuras de andlisis se entiende por ellas, aquellos dibujos que
pueden ser realizados a mano alzada o con el uso de regla pero sin respetar la

medida o estar elaborada segun una determinada escala numérica. Es decir,
figuras o bosquejos que no poseen rigurosidad geomeétrica, en donde se vuelca la
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informacidn dada como primer paso ya sea para resolver un problema geomeétrico,
una demostracion o realizar una construccion geométrica.” (Micelli, p.11)

El método utilizado en primera instancia es el de la interseccion de dos lugares
geométricos. Algunas construcciones se pueden realizar solo con regla no graduada, para
otras es necesario el uso del compas. Si la construccion no se puede realizar de forma
directa se recurre a una figura auxiliar o a una figura semejante.

Puig Adam en su Curso de Geometria Métrica considera el método reductivo donde plantea
reducir las condiciones dadas a otras que lleven a problemas conocidos, “conviene sustituir
las condiciones de partida por otras equivalentes a ellas, con objeto de no omitir soluciones
ni introducir soluciones extranas.” (Puig Adam, 1980, p. 195).

Desarrollo de la actividad

Este trabajo se desarrolla en primer afio del Profesorado de Matemaética con alumnos que
cursan Geometria | y que provienen de distintos colegios secundarios, algunos de capital,
otros del gran Buenos Aires y algunos pocos provenientes de otras carreras universitarias o
terciarias.

La investigacién se desarrollé en dos afios de cursada considerando los mismos ejercicios
para observar si se mantenian los errores, si provenian del discurso matematico escolar o
dependia del grupo de estudiantes. En el segundo afio se agregd una encuesta para conocer
las representaciones que traen los estudiantes de escuela media.

Consideraciones previas

Para tener en cuenta las ideas previas que traen los estudiantes, al inicio de la cursada se les
dio un cuestionario en el que se incluia la pregunta. “;Son suficientes la regla no graduada
y el compés para construir figuras geométricas? Algunos respondieron “no sé¢” otros “creo
que si” sin poder dar alguna explicacion. Otras de las respuestas fueron las siguientes:

v Si, porque si quiero hacer lineas rectas utilizo la regla y si quiero hacer algo circular
uso el compas.

v" No, porque para algunas figuras es necesaria una escuadra.

v" No, ya que para hacer poligonos como el heptagono se necesita precision.

v Si, porgue no es necesario que las figura sea perfecta.

v Para construir un poligono regular yo precisaria también un transportador ya que
aprendi a realizarlos a partir de su angulo central.

v Si tengo que hacer un angulo recto necesito la escuadra para trazar la perpendicular.
v No, porque para construir triangulos debo conocer la medida de los lados.

Se evidencia que algunos traen el concepto de medida relacionado con la regla graduada o
el transportador y sobre ello basan la construccién y no consideran el compas para tomar la
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distancia entre dos puntos. Otros piensan que la figura construida no es perfecta o precisa,
tomando en cuenta el dibujo en vez del ente geométrico con sus propiedades.

También imaginan que la Unica posibilidad de trazar perpendiculares es con una escuadra.
Estos son algunos de los obstaculos epistemoldgicos que presentan los estudiantes en el
momento de realizar las construcciones geométricas. A veces es mas dificil deshacer
conceptos erroneos a que logren construir nuevos conceptos.

La actividad se desarrolla en clases sucesivas. En una primera etapa, con intencion de
reafirmar el uso del compas para transportar distancias a partir del concepto de lugar
geométrico de la circunferencia y el uso de la regla no graduada para trazar rectas uniendo
dos puntos.

En una segunda etapa se realizan construcciones de triangulos con distintos niveles de
dificultad. Los estudiantes deben tener en cuenta definiciones y propiedades de las figuras y
de sus elementos, por ejemplo en el caso de construir la altura de un lado del triangulo se
espera que estén en condiciones de construir la mediatriz de un segmento con regla y
compés.

Los primeros ejercicios para que puedan justificar los pasos son:
1 — Construir un triangulo equilatero dado el lado. (Construccién hecha en Elementos de
Euclides).

2 - Construir un tridngulo, dados dos lados y el angulo comprendido.

Una vez reafirmados los pasos de las construcciones se pueden presentar ejercicios donde
se deba construir una figura intermedia.

3 - Construir un triangulo, dados dos lados y la mediana correspondiente al tercer lado.
Y donde sea méas importante la evidencia de las propiedades de las figuras, tengan
diferentes condiciones de posibilidad y/o el nimero de soluciones dependa directamente de
los datos dados.

4 - Construir un triangulo, dados dos lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos.

Las respuestas que se esperan de los estudiantes estdn relacionadas con su nivel de
razonamiento que puede ser distinto para conceptos diferentes.

Resultados de la actividad en el aula
Luego de las primeras actividades, queda fijado el concepto de transportar segmentos a

partir de una circunferencia de radio congruente al segmento dado. A partir del enunciado:
Construir un triangulo equilatero dado el lado
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Los estudiantes trabajan tratando de reproducir los procedimientos que utilizaron
anteriormente, algunos no trazan las circunferencias completas con lo que pierden
soluciones.

En el siguiente ejercicio: Construir un triangulo, dados dos lados y el &ngulo comprendido.
Algunos estudiantes dijeron que no se podia construir porque al transportar los lados
obtenian dos circunferencias concéntricas que por lo tanto no tenian puntos de interseccién
0 intentaron hacer centro con el otro vértice sin tener en cuenta el &ngulo. Fue necesario
aclarar que primero debian transportar el angulo para fijar los puntos en el plano donde
podrian transportar el segundo lado.

Se evidencia que los alumnos estan en distintos niveles de razonamiento, en este ejemplo el
alumno no tuvo en cuenta elementos ni propiedades, estaria en un primer nivel de
razonamiento, es necesario que el profesor pueda ir guidndolo para que el alumno vaya
descubriendo lo que va a constituir en el nivel.

Se realizan ejercicios para reafirmar propiedades de perpendicularidad y luego se presenta
el siguiente.

En el ejercicio: Construir un triangulo, dados dos lados y la mediana correspondiente al
tercer lado.

No pudieron relacionar los datos, fue necesario guiarlos a una figura auxiliar. A pesar de
que pudieron hacer la construccion, algunos estudiantes no pudieron completar la
descripcion de los pasos de construccion, es decir poner en palabras lo que habian hecho.

En este ejercicio la mayoria de los alumnos se encuentran en un primer nivel de
razonamiento del modelo de Van Hiele y en las dos primeras fases de aprendizaje, no
pudieron llegar a la tercera fase de explicitacion.

El altimo de los ejercicios que se les pide es:

Construir un triangulo, dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

Para resolverlo se les dio méas tiempo para trabajar en grupos y discutir las posibilidades. Se
espera que utilicen todo lo observado en casos anteriores, pero presentaron diferentes

dificultades. Muchos alumnos se limitaron a la solucion que encontraron sin analizar si era
la Unica posibilidad.
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Repiten el error de no trazar la circunferencia completa. Otra dificultad fue interpretar mal
la consigna. También crearon condiciones de posibilidad que no corresponden a este caso,
incluyen la propiedad triangular sin tener en cuenta que desconocen como dato los tres
lados.

En busca de maés respuestas el siguiente afio se volvio a realizar el trabajo con un nuevo
grupo de alumnos del mismo curso, este grupo presentaba las mismas caracteristicas que el
del afio anterior. En esta ocasion se repitieron los errores del curso anterior.

A dos grupos de alumnos se les pidié que analizaran todas las condiciones de posibilidad
del ejercicio para una proxima clase y se obtuvieron respuestas mas completas.

Un grupo analiz6 las posibilidades y las relacion6 con las soluciones en forma general con
una sola construccion en forma abstracta.

Otro grupo considero tres casos Y realizo un dibujo para cada posibilidad ademéas cumplio
con la consigna de trabajar con hoja lisa.

Dibujaron para cada variacion del angulo cuales eran las posibilidades segun iban variando
los lados, para lo cual realizaron nueve dibujos.
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No dibujaron las circunferencias, con radios igual a los lados dados, completas pero de
todas formas pudieron encontrar las intersecciones para las soluciones. En este trabajo se
evidencia la comprension y la aplicacion de propiedades ya verificadas.

Conclusiones

Se presentd en este trabajo una investigacion sobre las dificultades que presentan los
estudiantes cuando tienen que construir tridngulos con regla no graduada y compas. Estas
construcciones se realizan desde la antigliedad, estan en los Elementos de Euclides que
como todos sus conceptos geométricos han llegado a nuestras aulas. No son necesarios mas
que estos dos elementos para poder construir triangulos a pesar de los pre-conceptos que
traian los estudiantes. Se observo que les cuesta mucho relacionar las propiedades, que al
grupo de alumnos que se les dio mayor tiempo para estudiar el ejercicio lograron mejores
resultados, hay que tener en cuenta que la Geometria Ilevd muchos afios de estudio.

En ambos grupos hubo alumnos en diferentes niveles de razonamiento segin Van Hiele,
algunos alcanzaron pasar de un nivel a otro pero en general no pasaron del tercer nivel
donde logran establecer relaciones entre propiedades. Las dificultades se relacionan con el
numero de soluciones obtenidas y las condiciones de posibilidad de construccién. En los
pasos béasicos de construccién, por ejemplo transportar segmentos o angulos, no hubo
dificultades en la utilizacion de la regla y el compas.

Los errores mas frecuentes observados son:

v Trazar parte de la circunferencia, donde pierden todos los posibles segmentos que se
pueden construir a partir de un extremo dado.

v" Considerar sélo la condicion de posibilidad que se relaciona con el angulo sin
considerar los lados, cuando todos son datos.

v Considerar condiciones de posibilidad no relacionada con los datos.

v Relacionar el nimero de soluciones sélo al ejemplo construido.

v No analizar todas las posibilidades.
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