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Resumen

Motivados por la relevancia en el &mbito profesional de matematicos e ingenieros de las
aplicaciones de calculo simbdlico, en esta comunicacion se presenta un estudio inicial sobre
las posibilidades didacticas en educacion secundaria de estas herramientas. Se describe una
experiencia piloto desarrollada en el contexto de formacién inicial de profesorado (Master
de Formacion de Profesorado de Secundaria, especialidad Matematicas), en la cual se
plantea a los futuros profesores una serie de tareas (matematicas y didacticas) a realizar
con las aplicaciones web de célculo simbdlico de acceso libre Wolfram Alpha y
SageMathCell en paralelo. Se describen y discuten los primeros resultados de esta
intervencion observandose diferentes comportamientos/respuestas de los futuros profesores
en funcion de sus conocimientos matematicos, didacticos y tecnologicos, y de las
caracteristicas de cada aplicacion. Aunque estudios mas amplios son necesarios, las
primeras conclusiones apuntan a la falta de flexibilidad matematica por parte de los futuros
profesores para incorporar adecuadamente este tipo de herramientas al trabajar la
resolucién de problemas, y a la conveniencia de complementar la formacién matematica
especifica para ensefiar matematicas con tecnologias con conocimientos basicos de
programacion informatica.

1. Introduccién y marco teérico

En Espafa, el curriculo basico de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato establece

que: “El uso de herramientas tecnologicas tendra un papel esencial ..." [Real Decreto

1105/2014, Seccion I, p. 308].

Investigadores en el area de la educacion matematica propugnan la necesidad de elaborar

marcos tedricos especificos y de desarrollar estudios empiricos que ayuden a definir el papel
335

VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



del profesor en entornos tecnologicos generales, de modo que la formacion en tecnologia del
profesorado no se convierta en la formacién en una aplicacion concreta (Hoyles et al., 2004).
Para tratar de definir el papel del profesor en entornos tecnoldgicos se ha llevado a cabo una
intervencion en el contexto de formacién inicial de profesores de matematicas de secundaria,
en la que a los futuros profesores se les plantearon tareas matematicas y didactico-
matematicas para que las resolviesen individualmente y en paralelo con dos aplicaciones web
de célculo simbolico. Ademas, a los participantes se les pidio que incluyeran una valoracién
de las dificultades encontradas con cada aplicacion. El objetivo principal de este estudio es
analizar como los futuros profesores de matematicas integran ese tipo de aplicaciones en su
doble actividad, como matematicos y como profesores de matematicas.

El modelo que se propone en este articulo, tiene como punto de partida la observacion del
trabajo del matematico profesional donde las herramientas de célculo simbolico (CAS de
Computer Algebra Systems) juegan un papel fundamental.

El uso didactico de los CAS ha sido considerado de manera habitual por profesores
universitarios en titulaciones de grado y postgrado de Matematicas e Ingenierias en los
ultimos afos (Allen et al., 1999; Kendal et al., 2004; Botana et al., 2014), pero su complejidad
de manejo, para el profesor y para el alumno, ha hecho que su uso en la ensefianza secundaria
haya sido testimonial (Abanades et al., 2009). Las recientes versiones web simplificadas de
algunos CAS hacen que su integracion en el aula sea mas factible (Dimiceli et al., 2010;
Necesal & Pospisil, 2012; Botana et al., 2014). Para nuestra intervencion hemos seleccionado
las aplicaciones web de libre acceso Wolfram Alpha (WA), basada en el CAS comercial
Mathematica, y SageMathCell (SMC), basada en el CAS de software libre SageMath,
herramientas que han despertado recientemente el interés en la ensefianza de las matematicas,
especialmente a nivel universitario (Dimiceli et al., 2010).

Las actividades se han disefiado, planteado y analizado dentro del marco tedrico del
Instrumentalismo o Teoria de la Instrumentacion (Rabardel, 2001; Drijvers, 2013; Trouche,
2004), y nuestra reflexion se centra, a partir de un contexto practico, en detectar como se
apropian los futuros profesores del instrumento concreto en cada caso; es decir, de cOmo se
produce la génesis instrumental (Artigue, 2002).

La intervencion muestra como las distintas posibilidades y restricciones de las herramientas

influyen en las estrategias de resolucion de problemas de los futuros profesores
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(instrumentacion), y por otro lado como los distintos perfiles de los participantes influyen en
los niveles de apropiacion de las herramientas (instrumentalizacion).

Antes de describir detalles de la intervencion y de discutir los resultados, incluimos breves
descripciones de las aplicaciones web utilizadas.

Wolfram Alpha basa sus respuestas a las consultas matematicas en calculos remotos de la
aplicacion de calculo simbolico Mathematica. Su caracteristica mas llamativa es su capacidad
de interpretar consultas en lenguaje natural (solo en inglés). Esta cualidad facilita en gran
manera la interaccion con un usuario novel que puede realizar consultas matematicas del
tipo: “what is the area between the curves x squared minus 4 and 3x plus 5 from 0 to 3?”
(¢cual es el area entre las curvas x cuadrado menos 4 y 3x mas 5 entre 0 y 3?), sin necesidad
de usar una codificacion especial.

La caracteristica didactica mas resefiable de las respuestas dadas por esta aplicacién es la
presentacion simultanea de diferentes “acepciones” 0 representaciones del objeto matematico
en cuestion. Es ilustrativa la respuesta dada por Wolfram Alpha a la consulta “3+5” (véase

la Figura 1, izquierda), que recoge distintas representaciones de la suma.

2 Wolfram D

Tt Type some Sage code below and press Evaluate.
integral(x"2+3*x-4,x,@,3) n
4

" = Language: Sage
C - Evaluate

Share

4.8 secon: ds 2.4 seconds 1.5 seconds | 21/2

Help | Powered by SageMath

Figura 1: 3+5 segin Wolfram Alpha y célculo de integral en SageMathCell.

SageMath es una aplicacion simbolica de calculos matematicos que reine méas de 100
paquetes de calculo matematico avanzado de codigo abierto. SageMathCell es un servicio
web de consulta directa basado en SageMath con una interfaz compuesta Gnicamente por un

campo de texto en el que el usuario escribe su consulta (ver Figura 1, derecha).
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A diferencia de Wolfram Alpha, la consulta debe de estar escrita en el lenguaje de
programacion Python, siguiendo las normas habituales de escritura cientifica. Esta dificultad
inicial viene compensada por la numerosa documentacion accesible online con ejemplos de
uso de las distintas funciones de SageMath disponibles. La versatilidad de la herramienta
hace que tenga usos en docencia, sobre todo en niveles superiores, donde juega el papel de

“supercalculadora” (Botana et al., 2014; Botana et al., 2011).

2. Intervencion y Metodologia

La intervencion se llevo a cabo con un grupo de 18 alumnos de la especialidad de
Matematicas del Master de Formacion de Profesorado de Secundaria de la Universidad
Complutense de Madrid durante el curso académico 2013-14. Los participantes tenian
distintos conocimientos matematicos e informéticos debido a su formacion previa (ver Tabla
1).

[y
o

Licenciatura en Matematicas
Grado en Matematicas y Estadistica

Grado en Matematicas (Computacion)
Ingenieria Superior Informética
Ingenieria Superior Industrial
Ingenieria Superior Telecomunicaciones
Ingenieria Técnica en Informatica de Sistemas

RPN -

Tabla 1: Participantes segin formacion académica.

Se comenzo con una primera fase de 30 minutos de familiarizacion con las herramientas. En
la segunda fase, de explotacion matematica y de una hora de duracién, los participantes
tuvieron que realizar calculos mas complejos y representaciones graficas con funciones de
una y varias variables. En la Fase 3, de explotacion didactica y de 80 minutos de duracion,
se pedia a los futuros profesores que reflexionaran sobre como las aplicaciones consideradas
podrian ayudarles a ellos como profesores, y a sus hipotéticos alumnos de secundaria, a
resolver dos problemas planteados. En tercer lugar, se pedia que valoraran como se podria
modificar la tarea para que fuera matematicamente mas rica y de forma que el uso de las
aplicaciones web fuera imprescindible para su resolucion. Sus respuestas a estas cuestiones
nos ayudan a detectar conocimientos de caracteristicas de aprendizaje de los alumnos de
secundaria, y concimientos sobre la ensefianza de las matematicas al pedirles que controlen
variables didacticas de los problemas planteados en relacion con los recursos tecnolégicos,
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las caracteristicas del problema y del aprendizaje de los alumnos. Al igual que en las fases 1
y 2, se pidio6 a los participantes que valoraran la dificultad que habian experimentado con
cada una de las herramientas al resolver cada tarea. Ademas, el formulario de valoracion
recogia las observaciones que los participantes tuviesen sobre la resolucién de cada tarea con
cada aplicacion. Finalmente, en la Fase 4, de 10 minutos, respondieron especificamente como
futuros profesores a 11 cuestiones sobre aspectos matematicos, didacticos y tecnolégicos
relacionados con las actividades realizadas en las fases anteriores.

Ademas del nivel de dificultad encontrado con cada una de las dos herramientas en la
resolucion de cada una de las cuestiones propuestas, se recogieron y analizaron las respuestas
por escrito de todos los participantes a todas las actividades en las distintas fases. También
se analizaron breves entrevistas presenciales y a través de correo electrénico, con lo que se

han incluido analisis cuantitativos y cualitativos.

3. Resultados y discusion
Respecto a la integracion de WA y SMC en su actividad como matematicos, la tabla 2 recoge
la dificultad media experimentada al resolver las tareas matematicas (Fases 1y 2) con cada

una de las aplicaciones, en una escala de 0 a 10.

Tareas Herramienta Dificultad
matematicas WA 0,68
matematicas SMC 5,4

didacticas WA 1,22
didacticas SMC 8,15

Tabla 2: Dificultad segun herramienta.

El hecho de que la dificultad encontrada por los estudiantes sea significativamente mayor
con SMC (5,4) que con WA (0,68), es una indicacion clara de la diferencia entre los niveles
de instrumentacion alcanzados por los estudiantes para profesor en funcion de las
caracteristicas de cada recurso seleccionado. Parece razonable afirmar que con WA el
proceso de instrumentacion es mas completo y rapido que con SMC. Esta afirmacion,
apoyada en datos cuantitativos, se ve claramente reforzada por los comentarios de los
alumnos, quienes valoran mucho mas positivamente la usabilidad y la interactividad de WA,

en particular el hecho de que WA ofrezca en sus respuestas de manera automatica acepciones
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en diferentes registros (grafico, analitico-algebraico, iconico, tabular ...), algo que no hace
SMC autométicamente.

Para analizar el grado de instrumentalizacion alcanzado por los participantes en funcién de
sus conocimientos previos, hemos distinguido dos perfiles de futuros profesores segin su
grado de formacion en programacion informatica, a saber, participantes con formacion solo
matematica (grupo M) y participantes con formacion matematico-informatica (grupo Ml),
segln la tabla 1. La tabla 3 muestra la dificultad experimentada por los participantes segun
su perfil en las cuestiones matematicas (fases 1 y 2) con cada una de las herramientas
digitales. No resulta sorprendente que los alumnos con mayor formacion informatica
encuentren menos dificultad en el uso de SMC, dada la naturaleza més técnica de la
codificacion de las tareas en SMC. Si bien no es una diferencia muy relevante, nos parece
digno de mencion el hecho de que la dificultad media encontrada por estos mismos alumnos
usando WA sea mayor que la dificultad encontrada por los estudiantes con formacién

estrictamente matemaética (1,04 y 0,45 respectivamente).

Formacién Tareas Herramientas Dificultad

M matematicas WA 0,45
MI matematicas WA 1,04
M matematicas SMC 6,3
MI matematicas SMC 4,01
M didacticas WA 0,59
Ml didacticas WA 2,65
M didacticas SMC 10

MI didacticas SMC 5,63

Tabla 3: Dificultad segun herramienta y formacién.

Respecto a la integracion de WA y SMC en su actividad como profesores de matematicas,
en la Fase 3 de la intervencion, los alumnos valoran de 0 a 10 la dificultad que tendrian al
utilizar cada herramienta para ayudar a sus estudiantes a resolver los problemas planteados.
Con estas valoraciones podemos conseguir una primera vision del nivel de desarrollo de la
génesis instrumental especificamente dentro del contexto de la formacién de profesores. En
lo que se refiere a la génesis instrumental, en la fase didactica se encuentran resultados
similares a los discutidos en las fases matematicas. Asi, tanto los andlisis cuantitativos como
los comentarios realizados por los alumnos, refuerzan la idea de que los niveles de
instrumentacion son mucho mas altos con WA que con SMC. De nuevo, en el caso de los

alumnos con un perfil menos matematico puro y con mas conocimientos de programacion,
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la dificultad con SMC baja (de 8,15 a 5,63) y con WA sube (de 1,22 a 2,65). En el caso de
los alumnos con un perfil puramente matematico, la dificultad con SMC sube a 10 puntos
(ninguno es capaz de plantear como utilizar esta herramienta), pero su dificultad con WA
baja (de 1,22 a 0,59).

La tarea fundamental de la Fase 3 es un problema de programacion lineal y el 80% de los
alumnos describen una respuesta correcta a lapiz y papel, aunque solamente el 27% incluye
todos los detalles en su respuesta. Cerca del 40% de los participantes (7/18) deja en blanco
la valoracion de la dificultad para incorporar las aplicaciones web en la ensefianza de los
contenidos matematicos relacionados con la resolucion de la tarea, lo que indica falta de
conocimientos matematicos para ensefiar y sobre las caracteristicas del aprendizaje con las
citadas herramientas (Carrillo et al., 2013). Al igual que lo indicado por otros investigadores
en la literatura, el peso de la respuesta estereotipada en papel y lapiz hace que los futuros
profesores sean poco flexibles a la hora de encontrar otro tipo de estrategias con los recursos
disponibles (Iranzo y Fortuny, 2009; Star & Rittle-Johnson, 2008).

Cuestionados sobre las variables didacticas relacionadas con la tarea planteada, casi el 50%
no contesta. Tres futuros profesores mencionan “poner nimeros mas dificiles” como un
factor que puede hacer que los alumnos necesiten usar WA o SMC para resolver el problema,
y dos se plantean utilizar expresiones no lineales en las restricciones o plantear una regién
factible no acotada. Por otra parte, solamente un participante considera como variable
didactica el nimero de variables de la funcién a maximizar y también solamente una persona
menciona en ese momento el caracter lineal de la misma. Estas observaciones describen
indicios de conocimientos sobre las caracteristicas tanto de la ensefianza como del
aprendizaje matematico con tecnologias digitales que los futuros profesores analizados ponen
en juego en la Fase 3 (Carrillo et al., 2013).

4. Conclusiones

En general, los futuros profesores integran WA con mayor agilidad y eficacia que SMC,
independientemente de su formacion, pero es relevante que el nivel de integracion de los
alumnos con formacion matematico-informatica es mayor que el de los alumnos con
formacion matematica con SMC, pero menor con WA. Este aspecto se acentlia ligeramente

en el caso de las tareas especificamente didacticas.
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Los alumnos con una formacion matematica mas solida parecen saber interpretar mejor las
respuestas multiples que ofrece WA. Siendo conscientes de las limitaciones del estudio,
podriamos inferir de manera simplista que los estudiantes con formacion matematico-
informética saben codificar mejor las busquedas, pero los estudiantes con formacion
matematica mas avanzada saben mejor qué hay que buscar.

Respecto a la sensacion de usabilidad percibida por los alumnos de cada una de las
herramientas, podemos decir que el uso de SMC se ve muy limitado por la falta de
conocimientos de programacion. En consecuencia, todos los futuros profesores encuentran
mas apropiado WA que SMC para su uso en secundaria y bachillerato.

En resumen, las primeras conclusiones apuntan a la conveniencia de complementar la
formacion matematica especifica de los profesores con conocimientos bésicos de

programacion informatica para ensefiar eficazmente con este tipo de aplicaciones.
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