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Resumen

Las sentencias condicionales juegan un rol central en la argumentacion matematica y,
por lo tanto, en su ensefianza y su aprendizaje.

En este trabajo se presenta un andlisis preliminar para la construccién de una
Ingenieria Didéctica, destinada a alumnos ingresantes a la universidad, con la
finalidad de ensefiar los elementos de Calculo Proposicional necesarios para la
comprension y el uso competente del conectivo condicional en el marco de actividades
matematicas tales como aplicacion de definiciones o teoremas, construccion o analisis
de pruebas o refutaciones y resolucion de problemas.

El trabajo se organiza en cuatro partes, como se describe a continuacion:

1) Introduccion, en la que se plantean los antecedentes que marcan la relevancia del
tema, por un lado, y por otro, una breve caracterizacion de la nocidn de Ingenieria
Didactica

2) Presentacion de los resultados registrados en una prueba diagnoéstica al ingreso a la
universidad en items relacionados con este tema, como informacion para situar el
punto de partida de la ensefianza.

3) Anélisis epistemoldgico de la nocién de condicional.

4) Conclusiones y perspectivas de continuacion de esta Ingenieria Didactica.

1.1 Introduccion

1.1.1 Antecedentes

En los cursos de Matematica, las sentencias condicionales forman parte del discurso
cotidiano. Con frecuencia aparecen expresiones como ‘“‘esto es condicidn necesaria
(suficiente) para aquello”, “la condicion tal implica el resultado cual”, “esto ocurre

porque aquello pasa”, “esto tiene que ocurrir para que aquello pase”, que son corrientes

en el habla del aula de Matematica.
Sin embargo, existen evidencias para pensar que no todos entienden lo mismo cuando

se usan esas expresiones. En particular ¢cuél es el valor de verdad que damos profesores

y alumnos a las sentencias condicionales?
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Lejos de ser retorica, esta pregunta tiene respuestas sorprendentes. Viviane Durand-
Guerrier relata una experiencia de clase que la lleva a concluir que “...estudiantes que
son buenos en matematicas pueden razonar basados en nociones incorrectas de la
implicacion, y algunos profesores, en situaciones no habituales, pueden comportarse

como no matematicos.” (Durand-Guerrier, 2003, pag. 7, traduccién del autor)

Otro elemento que aporta a esta discusion lo provee Cecilia Crespo, (Crespo, Farfan,
Lezama, 2010) al destacar que las formas de argumentacidén basadas en la Ldgica
aristotélica no sélo no son las Unicas, sino que en el aula aparecen naturalmente otras,
que conviven con la primera, y en ocasiones interfieren con las usadas en Matematica.

Situaciones como éstas son las que ponen de manifiesto la necesidad de hacer objeto de
ensefianza a la nocion de implicacion, y en particular, al valor de verdad del

condicional.

1.1.2 Ingenieria Didéactica

La Ingenieria Didactica surgié a mediados de los afios ochenta del siglo pasado, como
una forma de buscar respuesta a dos cuestiones cruciales: la relacion entre la
investigacion y las intervenciones didacticas realizadas en el marco de las actividades de
ensefianza, por una lado, y por otro el rol que juegan estas realizaciones didacticas en
las metodologias de investigacién, como forma de poner a prueba las construcciones

tedricas a partir de las cuales son disefiadas (Artigue, 1995).

Este instrumento vino a proporcionar a los investigadores de una metodologia especifica
sustentada en la concepcion de secuencias de ensefianza, su puesta en practica, su
observacién, y el anélisis del desarrollo y de los resultados de su implementacion.
Pueden distinguirse cuatro fases en una Ingenieria Didactica:

a) Analisis preliminar.

b) Concepcidn y analisis a priori.

¢) Experimentacion.

d) Andlisis a posteriori y evaluacion.

En este sentido puede clasificarse a la Ingenieria Didactica dentro del estudio de casos,
y su validacion es esencialmente interna, basada en la confrontacion entre el analisis a

priori y a posteriori.
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En el andlisis preliminar pueden abordarse algunas de las siguientes cuestiones: estudio
epistemoldgico de los contenidos a ensefiar, caracterizacion de las formas tradicionales
de ensefianza de esos contenidos y determinacion de sus efectos sobre los aprendizajes,
observacién de las concepciones de los estudiantes a los que se dirige la Ingenieria
Didéactica, construccion de un conjunto de condiciones del contexto que se consideren
relevantes para el disefio en la medida que significan restricciones u oportunidades a

aprovechar.

En la fase de concepcion y andlisis a priori el investigador toma decisiones acerca de las
variables que utilizard en su disefio, a partir de las cuales se describe la secuencia de
actividades que constituiran la realizacion didactica, y se anticipan los resultados que se

esperan.

La experimentacion consiste en la puesta en practica de la intervencién didactica
disefiada, y en el registro de los resultados a partir de los instrumentos seleccionados
para este fin (producciones de los estudiantes, observaciones de las secuencias de

trabajo, entrevistas o encuestas a los participantes, entre otras)

La parte predictiva del andlisis a priori es esencial en el proceso de validacion de la
Ingenieria Didactica, porque es en contrate con estas previsiones que se realiza el
andlisis a posteriori, que estd basado en los resultados recogidos en la fase de
experimentacion. El grado de acuerdo entre las previsiones hechas y los resultados

constatados marca el grado de éxito del disefio.

Analisis de los resultados de la prueba diagndstica al ingreso

Las preguntas que figuran en el Anexo 1 se plantearon en la prueba diagnostica al
ingreso en la Facultad de Ingenieria y Tecnologias (FIT) de la Universidad Catolica del
Uruguay (UCU) en 2013.

La siguiente tabla presenta los porcentajes de respuestas correctas registrados en cada

una de ellas.
ftem 1 2 3 4 5 6
Porcentaje | 0,20 0,03 0,59 0,31 0,58 0,28

Tabla 1: Porcentaje de respuestas correctas registrados en los items del Anexo | que
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integraron la prueba de diagndstico 2013 en la FIT

Una primera conclusion es que, en general, estos items resultaron muy dificiles, dado
que ninguno de ellos fue respondido correctamente por méas del 60% de los

participantes.

En segundo lugar, estos items pueden clasificarse claramente en dos grupos, utilizando
como criterio el resultado registrado: el que integran las preguntas 1, 2, 4 y 6, por un

lado, y por otro, el formado por las preguntas 3 y 5.

Esta observacion es relevante por los dos motivos que se van a exponer a continuacion.
El primer motivo es que en los items del primer grupo la opcion correcta se obtiene a

partir del hecho de que una sentencia condicional es cierta si su antecedente es falso.

En particular, el item 2, que es notable por ser el méas dificil, estd planteado de la
siguiente manera:

Se hace la siguiente afirmacion sobre los nimeros enteros mayores que 0 y

menores que 10:

“Si n es un numero impar, entonces n+1 es multiplo de 3”

Esta afirmacion es cierta:

a) Sélo para n=2, n=4, n=5, n=6y n=8.

b) Sélo para n=5.

¢) S6lo para n=2, n=5y n=8.

d) Sélo paran=1y n=5.
En este item, la opcion correcta es la a) y para sefialarlo asi es necesario reconocer que
para 2, 4 ,6 y 8 el antecedente (“n es impar”) resulta falso, por lo que la sentencia es
cierta en estos casos, ademas de que para n=5, tanto antecedente como consecuente
(“n+1 es multiplo de 3”) son ciertos. La respuesta que registrd6 mayor porcentaje de
respuestas fue la c), lo que indica que los valores 2, 4, 6 y 8 no se consideran relevantes

en el argumento, porque para ellos es falso el antecedente.
El segundo motivo es que en los items donde se registro el mejor resultado, la respuesta

correcta puede obtenerse por argumentos que son mas proximos a los que se usan en la

clase.
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En particular, el item 5 esta formulado como se expone a continuacion:
Se dan las siguientes afirmaciones:
Llueve o esta frio.
No llueve.
Si no llueve y esté frio, nieva.
Si estas afirmaciones son ciertas a la vez, es posible concluir que:
a) Alguien se moja.
b) Esta frio.
c) Llueve.
d) Nieva
La respuesta correcta, que es la d), puede obtenerse deductivamente de las premisas
mediante, por ejemplo, la siguiente secuencia:
i) Del par “Llueve o estd frio.” y “No llueve.” se obtiene la conclusion parcial
“Esta frio”.
i) Se tiene por lo tanto que “No llueve y esta frio”
iii)  Del par “No llueve y estd frio” y “Si no llueve y esté frio, nieva.” se obtiene
“Nieva”
Mas alla de que las reglas de inferencia usadas no se expliciten, habitualmente aparecen
en las argumentaciones que se realizan en demostraciones, por lo que son mas proximas
a la experiencia de los estudiantes que la nocion, mucho mas técnica, como se vera en la
seccion siguiente, de que un condicional s6lo es falso cuando su antecedente es cierto y

su consecuente falso.

Para finalizar esta seccidn, vale la pena sefialar que el restante item de este grupo se
refiere a una relacion causal. El relativo buen desempefio en este item puede estar
asociado a lo que Crespo sefiala: “La concepcion de los condicionales en los estudiantes

suele ser causal... .” (Crespo, Farfan, Lezama, 2010, pag. 267).

Analisis epistemoldgico de la nocion de condicional
Las sentencias condicionales estan presentes en todas las argumentaciones que se
realizan en el aula de Matematicas, sin que importe el nivel educativo en que éstas se

desarrollen.
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En Calculo Proposicional, se define el valor de verdad de la férmula bien formada (fbf)
(A)—(B) poniendo que es falsa si y solo si la fbf A es cierta y la fbf B es falsa. Los
origenes de la definicion del valor de verdad de esta formula ((Ilamada implicacién
material a partir de Russel) pueden rastrearse a Filon de Megara (Durand-Guerrier,
2003).

Esta definicidn trae como consecuencia la generacion de aparentes paradojas, como que
a partir de una premisa falsa puede obtenerse cualquier conclusion, o la de que dadas

dos férmulas, siempre una es implicada por la otra.

Por otro lado, también en esta definicion se basa las reglas de inferencia llamada modus
ponens y modus tollens; siguiendo a Durand-Guerrier (2008), los filésofos estoicos
establecieron estas reglas, respectivamente, de la siguiente manera:

“Si el primero, el segundo: el primero: por lo tanto, el segundo”

“Si el primero, el segundo: no el segundo; por lo tanto, no el primero” (traduccion del
autor)

Aristoteles, al introducir los silogismos reveld una temprana preocupacion por un
aspecto no considerado hasta ese momento, que es la necesidad de cuantificar

proposiciones.

Sin embargo, no se encuentran avances importantes en ninguna de estas areas hasta el
trabajo de George Boole en el siglo XIX. Su trabajo permitié algebrizar el Célculo
Proposicional, reduciendo el problema de calcular el valor de verdad de una férmula al
de encontrar el valor de una expresion mediante reglas que modernamente se han

convertido en los axiomas que definen un Algebra de Boole (Glaymour, 1997).

Con ser importantisimo, el aporte de Boole no consiguid resolver el problema de
manejar variables individuales y sus cuantificaciones. Recién en el siglo XX, con los

trabajos de Frege, se pudo abordar este problema con éxito.
Frege no conocia los trabajos de Boole cuando comenzé con su programa consistente en

reducir Matematica a Logica. Por lo tanto, su trabajo fue bastante revolucionario,

introduciendo las nociones de variable, de funcion de simbolos, de predicado de
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simbolos (o funcion proposicional) y, finalmente la de cuantificador, creando lo que

finalmente se vino a conocer como Calculo de Predicados.

La definicion de implicacion material se extiende al Calculo de Predicados, en el que
ademaés aparece la necesidad de considerar formulas en las que figuran cuantificadores.

La fbf (vx)((A)—(B)) es cierta en un dominio si y sélo si (A)—(B) es cierta para
cualquier instanciacion de la variable x en ese dominio; es cierta si es cierta en cualquier

dominio.

La fbf (3x)((A)—(B)) es cierta en un dominio si y s6lo si (A)—(B) es cierta para
alguna instanciacion de la variable x en ese dominio; es cierta si es cierta en cualquier

dominio.

Estas dos Ultimas definiciones, que aparentan ser muy sencillas, quedaron establecidas
en esta forma recién en el siglo XX, lo que deberia llamar la atencion acerca de la

dificultad que implica su comprension.

Para cerrar esta seccidn, es importante destacar que en muchas definiciones o
demostraciones matematicas estan presentes de manera, a veces de manera disimulada,
instancias de cuantificacion. Esto contribuye en gran manera a las dificultades para su
aprendizaje. Este es el centro de la argumentacion que Durand-Guerrier (2005) hace en
torno a la necesidad de prestar atencion desde el punto de vista didactico a la
presentacion, en términos de Calculo de Predicados, de las demostraciones en

matematica, y en particular, de los procesos de cuantificacion presentes en ellas.

Conclusiones y desarrollos futuros
Este analisis preliminar ha tomado insumos de dos fuentes: los resultados de un
diagnostico inicial a estudiantes que ingresan a carreras de Ingenieria, y un breve

analisis epistemologico centrado en la nocion del condicional.

Ha quedado muy claro a partir de los resultados del diagnostico, que la comprensién del
valor de verdad del condicional no es el que técnicamente se define en Logica. En
particular, no parece reconocerse que una implicacion es cierta cuando el antecedente es

falso (lo que equivale a decir que alguna de sus premisas es falsa) Sin embargo, cuando
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el condicional se mira como representante de una relacion causal o aparece disimulado

en una secuencia deductiva, resulta mas facil a los estudiantes.

Por otro lado, el analisis epistemologico ha puesto en evidencia que la definicion técnica
del valor de verdad del condicional ha seguido un largo derrotero y su relacion con la
Matematica ha sido una de las fuentes en las que se inspird. Este desarrollo historico
permite conjeturar que parte de las dificultades asociadas a su aprendizaje estan

asociadas precisamente a las cuestiones matematicas implicadas.

Una cuestion abierta es la de si la instruccion especifica en l6gica, a través de cursos
como los que integran, por ejemplo, el curriculo de carreras en Matematica o en
Informatica alcanza para superar estas dificultades, o si los aprendizajes conseguidos se
manifestaran solamente en el uso técnico de estos conceptos. Esta cuestion se aborda,

por ejemplo, por Morou y Kalospyros (2011)

Por otro lado, una continuacion natural de este trabajo es la elaboracién de las siguientes
fases de la Ingenieria Didactica, sobre todo, en la seleccion del &mbito en el que se
pretende aplicarla, lo que es crucial en el disefio de las actividades. Teniendo en cuenta
el rol que juegan en la definicion de limite los elementos que se han manejado aqui
(presencia de una formulacion condicional, que esta afectada por cuantificadores que no

se explicitan a veces) éste podria ser un ambito propicio.
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Anexo |: Items de prueba de diagndstico usados en este estudio

1) Se afirma que:
“Si existen marcianos, entonces las ranas tienen dientes.”
Esta afirmacion
a) Es falsa porque las ranas no tienen dientes.
b) Es falsa porque no existen marcianos.
c) Es cierta porque las ranas no tienen dientes.
d) Es cierta porque no existen marcianos.

2) Se hace la siguiente afirmacién sobre los nUmeros enteros mayores que 0 y menores
que 10:
“Si n es un nimero impar, entonces n+1 es multiplo de 3”
Esta afirmacion es cierta:
a) Solo para n=2, n=4, n=5, n=6 y n=8.
b) Sélo para n=5.
¢) Solo para n=2, n=5y n=8.
d) Sélo paran=1y n=5.

3) Se postula una relacion causal entre llover y mojarse diciendo que:
“Si llueve entonces me mojo.”
Algunos amigos suyos le hacen comentarios acerca de esta afirmacion. Indique cuél de
los siguientes comentarios es correcta:
a) La relacion es falsa porque alguna vez me he mojado aunque no llueva.
b) La relacién es falsa si no me mojo.
c) Larelacién es falsa si no llueve.
d) La relacion es falsa porque alguna vez no me he mojado aunque llueva.

4) Las siguientes afirmaciones son ciertas:

“Nacional es el Campeon Uruguayo 20127

“La Antartida es un continente helado”
Indique cual de las siguientes afirmaciones es falsa:
a) Si Nacional no es el Campe6n Uruguayo 2012, entonces la Antartida es un continente
helado.
b) Si la Antartida es un continente helado, entonces Nacional es el Campe6n Uruguayo
2012.
c) Si la Antartida no es un continente helado, entonces Nacional no es el Campeon
Uruguayo 2012.
d) Si Nacional es el Campeon Uruguayo 2012, entonces la Antartida no es un continente
helado.

5) Se dan las siguientes afirmaciones:
Llueve o esta frio.
No llueve.
Si no llueve y esta frio, nieva.
Si estas afirmaciones son ciertas a la vez, es posible concluir que:
a) Alguien se moja.
b) Esta frio.
c) Llueve.
d) Nieva
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6) La siguiente es la grafica de una funcion f definida en el intervalo {x / -4 < x <4}.

A

v

Indica cual de las siguientes afirmaciones sobre la funcion f es falsa:
a) Si 0< f(x) <1, entonces -4 < x<0.

b) Si -3 <x <0, entonces 0 < f(x) <2.

c) Si f(x) > 1 entonces x < 0.

d) Si 1 <x <4 entonces f(x) > -2.
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