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Resumen

La clasificacion de errores supone una fuente de informacion muy Gtil para el profesorado,
y permite diagnosticar las deficiencias que se hayan producido en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Los analisis a gran escala permiten detectar comportamientos generalizados
en grandes poblaciones de estudiantes. En este trabajo se lleva a cabo el andlisis de los
errores cometidos en la resolucién de un ejercicio en las pruebas de acceso a la Universidad
de Oviedo (PAU), en Espafia. El trabajo se ha centrado en el manejo del lenguaje y
procedimientos matematicos, por lo cual se ha seleccionado un ejercicio presentando en un
contexto meramente matematico, que consistia en la resolucion de un limite. Para analizar
la tipologia de errores se ha utilizado la clasificacion realizada por Radatz (1979). Tras un
primer pilotaje para calibrar la clasificacion inicial, se analizaron un total de 616 exdmenes,
la totalidad de los que realizaron la opcién de examen de PAU en la gque se incluia este
gjercicio. En el 71% de ellos se cometi6 algun tipo de error, siendo (con mucha diferencia)
el méas frecuente, el debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos.

Introduccion y marco tedrico

El error debe ser considerado como la presencia en el alumnado de un esquema cognitivo
inadecuado, no solo como la consecuencia de una falta de conocimiento o de una distraccion
(Socas, 1997).

Por este motivo, el andlisis de errores es una linea de investigacion con entidad propia en la
Didactica de la Matematica. El analisis de los errores sirve al docente de ayuda a la hora de
organizar estrategias que contribuyan a un aprendizaje exitoso, pudiendo hacer hincapié en
aquellos aspectos que generan mayores dificultades (Engler, Gregorini, Miller, Vrancken y
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Hecklein, 2004). En Rico (1995) o del Puerto, Minnaard y Seminara (2004) se puede
encontrar mas informacion respecto a la evolucion histérica de esta temética investigadora.
Radatz (1979, 1980) observa que existen tantas clasificaciones de errores y causas de los
mismos como grupos de trabajo, por lo que otorga importancia al estudio de errores y justifica
la necesidad de un marco teorico de explicacion de los mismos. Por otro lado, Brousseau,
Davis y Werner (1986) concluyeron que los estudiantes piensan frecuentemente acerca de
sus tareas matematicas de un modo muy original, bastante diferente de lo que esperan sus
profesores, lo cual no constituye necesariamente un error. Rico (1995) establece cuatro lineas
de investigacion en torno a los errores y detalla varias propuestas de clasificacion. Las lineas
de investigacion son las siguientes: estudios sobre analisis, causas, elementos, y clasificacion
de los errores; trabajos acerca del tratamiento curricular de los errores; estudios relativos a la
formacion de los docentes para detectar, analizar, interpretar y tratar los errores del
alumnado; y trabajos de caracter técnico que incluyen técnicas cuantitativas.

Asi pues, el anélisis de los errores para su posterior clasificacion otorga al docente una
capacidad para ayudar al alumnado en las dificultades que surgen en el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

Ademas de la clasificacion de Radatz (1979, 1980), cabria mencionar otras notables, en
muchos casos surgidas como modificaciones o refinamientos de la de Radatz. Asi, Davis
(1984), Booth (1984), o Movshovitz-Hadar, Zarlavsky e Inbar (1987) (cit. en Rico, 1995) ,
Esteley y Villarreal (1996), Azcarate, Bosch, Casadevall y Casellas (1996) o Astolfi (1999).
Otros investigadores toman alguna de estas clasificaciones como referencia y la adaptan en
funcion del caso especifico estudiado y de los pilotajes realizados, fusionando o
subdividiendo esas categorias para obtener una mayor claridad.

Metodologia
Se ha seleccionado la clasificacion de Radatz (1979), por ser la que mejor se ajusta al
contexto del ejercicio analizado. A continuacion, se especifica cada tipo de error de esta

clasificacion:
e EL. Errores debidos a dificultades del lenguaje. Errores derivados del mal uso de
simbolos y términos matematicos, debido a una falta de comprension semantica del

lenguaje matematico.
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e E2. Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial. Errores
provenientes de la produccion de representaciones iconicas inadecuadas de situaciones
matematicas.

e E3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos. Errores originados por deficiencias en el manejo de conceptos, contenidos y
procedimientos para la realizacion de una tarea matemaética.

e E4. Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensamiento. Errores
causados por la incapacidad del pensamiento para adaptarse a situaciones nuevas.

o EA4.1. Errores por perseverancia: predominan los elementos singulares del problema.

o E4.2. Errores de asociacion incorrecta entre elementos singulares.

o EA4.3. Errores de interferencia entre conceptos u operaciones.

o E4.4. Errores de asimilacion por fallos de recepcion.

o E4.5. Errores de transferencia negativa a partir de tareas nuevas. Impresion erronea
de un ejercicio a partir de un conjunto de problemas previos.

e EDB. Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes. Aplicacion de
reglas o estrategias similares en contenidos diferentes.

Cabe recordar, brevemente, que los examenes de acceso a la Universidad son requisito
imprescindible para que acceda el alumnado que egresa del Bachillerato. En el modelo en
vigor hasta el curso 2015-2016, hay una serie de materias de obligado examen y otras a
eleccion del alumno o alumna. Entre estas Gltimas se encuentra las Matematicas.
En cuanto al disefio del experimento, éste se dividio en varias fases. En una fase inicial, se
analizaron los exdmenes de las diferentes convocatorias de acceso a la Universidad de Oviedo
(Espafa) del curso 2014-2015, para determinar en cudles de ellos se incluia un ejercicio de
resolucion de un limite (resultaron ser cuatro). Una vez clasificados los examenes, se
procedid a la resolucion de los ejercicios propuestos, con el fin de comprobar los distintos
niveles de complejidad que presentaban cada uno de ellos. Se desestiman los que involucran
parametros, con el fin de aislar los errores de la parametrizacion, y se opta por el limite que
incluye una expresion trigonométrica, al ser demasiado sencillo otro con una expresion
logaritmica. El ejercicio finalmente seleccionado venia expresado en el examen de la
siguiente manera:
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1
Obtenga lim (cotag X — —)
x—0 X

En la segunda fase, se solicitd acceso a las respuestas de los estudiantes a la Comision
Organizadora de las Pruebas de Acceso a la Universidad de Oviedo, obteniendo dicha
autorizacion para acceder a las respuestas, siempre que los exdmenes se analizasen en la sede
en la que estan archivados, esto es, el Vicerrectorado de Estudiantes de la Universidad de
Oviedo (hay que sefialar que los examenes estan anonimizados).

Inicialmente, se realizd un pilotaje, seleccionando al azar los examenes de una de las distintas
sedes. Con el fin de hacer una primera aproximacion al tipo de errores que pudieran aparecer
y validar el modelo de errores que se usaria en el resto de ejercicios como muestra de la
investigacion.

La tercera fase de la investigacion consistio en clasificar los errores observados en los
examenes. Durante ocho jornadas en horario de mafiana se realizo el trabajo, que se vio
afectado por el hecho que eran muchos mas los ejercicios con errores que los ejercicios
correctos y de que esa opcién de examen habia sido seleccionada por muchos estudiantes. El
tamafio inicial de la muestra era de 646 examenes con el ejercicio seleccionado resuelto. De
ellos, el pilotaje se realizo sobre 30 ejercicios, que se desecharon para el analisis posterior,
con lo que el tamario definitivo de la muestra ascendio a N=616 examenes. La Ultima fase se
dedic6 a analizar los resultados obtenidos para poder, a continuacion, extraer unas

conclusiones.

Resultados

El pilotaje realizado sobre los 30 ejercicios mencionados anteriormente, confirmé que la
clasificacion de Radatz era pertinente para este ejercicio, ya que no se encontrd ningun error
que no pudiese ser clasificado con claridad. Por ello, no se aplico ninguna modificacién sobre
la misma.

Tabla 1. Resultados globales

Tipo de error Frecuencia Porcentaje

El 64 5,85 %

E2 0 0%

312
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



E3 649 59,32 %

E4.1 4 0,37 %
E4.2 50 4,57 %
E4.3 159 14,53 %
E4.4 3 0,27 %
E4.5 19 1,74 %

ES 146 13,35%

Posteriormente, el analisis de la muestra de N=616 ejercicios, dio consistencia al pilotaje, ya
que se comprob6 que los resultados seguian el mismo patron. De los 616 ejercicios, tan solo
en 105 no se ha cometido ningun error, mientras que otros 11 no contienen errores pero son

incompletos, es decir, no se ha concluido el ejercicio. Ademas, hay 46 ejercicios en blanco y
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16 en los que se evalta bien el limite, pero no se continta después de haber detectado la
indeterminacion inicial. Por lo tanto, la cantidad de examenes que presentan errores es de
438, que supone un 71,10% del total inicial, es decir, un porcentaje bastante elevado. El
namero total de errores contabilizado es de 1094. En la Tabla 1 se detalla la frecuencia con
la que aparece cada error.
Como se puede observar, el error que se comete con mayor frecuencia es el error de la
categoria E3, debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos.
Fundamentalmente, en la gran mayoria de los casos, el motivo que hace que este tipo de error
sea moda es una incorrecta aplicacion de las reglas de derivacion. En las Figuras 1 y 2
podemos apreciar dos ejemplos de estos errores. El de la Figura 1 se produce por derivar x?2
como x en lugar de 2x.
Figura 1. Error tipo E3 cometido al derivar incorrectamente.
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El de la Figura 2 se produce por no aplicar la regla de la cadena al derivar tan? x y al no

utilizar bien los paréntesis en la derivada del cos? x. Se debe sefialar que el ejercicio aparece

corregido como correcto, a pesar de no serlo.

Figura 2. Errores tipo E3 cometidos al derivar y operar incorrectamente.

Si se analiza el resto de tipos de error, se observa que en la categoria E1, de errores debidos
a dificultades en el lenguaje, el que méas se comete es la no escritura del término lim, ni de la

variable ni del valor limite, es decir, se omite lirr(1)
X—

Figura 3. Errores tipo E4.4 y E5 cometidos en un ejercicio

Figura 4. Ejercicio con mdaltiples errores.

314
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



El tipo E2, errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial, no se presenta
en ningln ejercicio, lo que se explica por el tipo de ejercicio, en el que no existe la necesidad
de manejar esta informacion.

El tipo E4, errores debidos a asociaciones incorrectas o rigidez del pensamiento, se subdivide
en cinco tipos, siendo los méas frecuentes errores de asociacion, E4.2, que basicamente en
este andlisis se limita a la asociacion del elemento neutro de la suma con el de la
multiplicacion, y errores de interferencia; E4.3, por interferencia entre los significados de la
cotangente con la tangente; bastante menos frecuentes, E4.5, errores que se producen por
cambios de signo de algun término al cambiar de cara en el papel o la pérdida del signo; vy,
por ultimo, E4.1, errores de perseverancia, como 1+1 = 3, y E4.4 errores de asimilacion,

como, por ejemplo, el que se aprecia en la Figura 3:

1 1 1

00 0

El tipo E5, errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes, es también un
error bastante frecuente, siendo ejemplos de esta categoria la aplicacion de la regla de
L’Hopital a cualquier indeterminacion o la aplicacion de técnicas de resolucion de otro tipo
de indeterminacion (como multiplicar y dividir por la expresion conjugada). En la Figura 3
se observa que también se ha aplicado la regla de L’Hopital a una expresion que no es una
indeterminacion, junto con la aplicacion de la regla a una expresidén que no es un cociente
(algo necesario para aplicar esta regla).

Cabe resefiar también, que el error E3 es el mas frecuente en general, pero también lo es en

todas y cada una de las sedes en las que se distribuye al alumnado para la realizacion de la
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prueba (es decir, no hay diferencias en la prevalencia del error en funcién de la procedencia
del alumnado). También se puede subrayar que el ejercicio con un mayor nimero de errores
acumuld un total de 11 errores diferentes. Otro ejemplo de errores multiples se observa en la
Figura 4, donde al resolver el ejercicio se aplica la regla de L’Hopital sin evaluar previamente
la expresion en el punto, ademas se derivan incorrectamente cos*x, cos?x y los productos
del denominador, no se simplifica la expresion, lo cual dificulta y hace més laborioso el
calculo del limite, se olvida de escribir términos al derivar, y cuando simplifica la expresion
lo hace mal, y, por ultimo, al evaluar el resultado también se equivoca.

Conclusiones

En la tipologia de errores que comete el alumnado en este ejercicio predominan los debidos
a aprendizajes deficientes de hechos, destrezas y conceptos previos. Parte importante, en este
caso, de esa produccion de errores radica en la aplicacion incorrecta de las reglas de
derivacion, que supone un contenido perteneciente al curso anterior a aquél en el que se estan
examinando. En el segundo tipo de error mas cometido apreciamos las asociaciones
incorrectas cuando el evaluar el limite, el concepto de tangente interfiere con el de
cotangente. Este error se debe relacionar con el anterior, ya que las nociones de
Trigonometria pertenecen al curriculo de 1° de Bachillerato. Este tipo de errores evidencia
que el aprendizaje supuestamente logrado en el curso anterior no ha sido significativo. El
resto de tipologias de errores son mucho menos frecuentes en proporcion.

Dado que se trata de un estudio de errores en examenes de acceso a la Universidad, no
podemos utilizar los errores como método de mejora del aprendizaje, como se propone, por
ejemplo, en Manmino (2002) y Barbaran y Ferndndez Bravo (2014). Sin embargo, si
podemos formular recomendaciones para el profesorado, habida cuenta de que los errores
cometidos son suficientemente transversales respecto a los distintos centros. Entre ellas
debemos citar un refuerzo de la estructura de curriculo en espiral, que retome las reglas de
derivacion como punto de partida antes de aplicar técnicas de resolucion de
indeterminaciones, como la de L’Hopital. En segundo lugar, consideramos que en el
tratamiento de los limites, es necesaria una profundizacion mayor desde el punto de vista
conceptual y es ineludible el apoyo en la representacion gréfica de las funciones, en el sentido
apuntado por Blazquez y Ortega (2001).
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