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Resumen

Muchas veces hemos escuchado hablar de que la matematica es coherente y
consistente. ¢Qué significan estos conceptos? La idea de este trabajo es hacer un
recorrido por algunas paradojas e inconsistencias ldgicas, pasando por la hipotesis del
continuo en el contexto de los 23 problemas de Hilbert enunciados en el I Congreso de
Matematicas de Francia. Al mismo tiempo se identifican algunas motivaciones
historicas y personales del matemético Kurt Gddel, asi como también el contexto social
que influencio6 para que sus resultados revolucionaran la matematica y demostraran la
imposibilidad del ideal de unificacion. A partir de este acontecimiento veremos la
importancia del contexto social, la construccién y acumulacién matematica hasta ese
momento, apostando a una vision integradora, mostrando al ser humano antes que al
cientifico como participante activo de su sociedad.

Observar como los conocimientos se construyen y circulan, invita a repensar nuestras
practicas incluyendo historia de la matematica en nuestras aulas, buscando fomentar
ambientes de produccion de conocimiento y resaltando el poder motivador que posee la
historia.

-El nombre de la cancion se llama "Ojos de bacalao"-dijo el Caballero Blanco.
-Asi que ese es el nombre de la cancion, ¢no?- preguntd Alicia, que comenzaba a
sentirse interesada.

-No, veo que no me entiende. Asi es como se llama el nombre. El nombre en
realidad es "El hombre viejo viejo".

Lewis Carroll, A través del espejo.

Introduccion

Nuevamente vuelven a coincidir tres de mis grandes pasiones. La logica, la historia de
las matematicas y la educacion matematica. Varios de los cuestionamientos que
presento en este trabajo se deben a motivaciones personales que intentan recorrer
algunas de mis intenciones sobre la educacion matemética a la que me gustaria
dedicarme.

Preguntas como: ¢es importante la l6gica para formacién docente? ;y para educacion

media? ¢cudl podria ser el beneficio de trabajar con estos conceptos?
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A través del taller iremos definiendo algunos conceptos y haciendo un recorte histérico
para hacer notar las influencias -como por ejemplo del Circulo de Viena-, y al mismo
tiempo intentaremos darle la vision desde la educacion matematica para el salon de

clase.

Comenzando

Cuando David Hilbert el 8 de agosto de 1900, en la conferencia inaugural del Congreso
Internacional de Matematica de Paris, elige elaborar una lista con los 23 problemas
matematicos que seradn "los problemas del siglo XX". Hilbert nunca pensé que su
proyecto de casi 25 afios sobre la unificacién de la axiomatica se diluiria frente al
descubrimiento de Kurt Godel.

El primero de los 23 problemas es la Hipdtesis del Continuo, propuesto por George
Cantor en 1874 y resuelto en primer lugar por Godel (aunque tampoco existe un
consenso sobre esto), quien a través de sus descubrimientos de légica seria recordado en
la historia como uno de los cientificos que revolucionaron las matematicas del siglo
XX.

Paradojas
Las paradojas han fascinado a la humanidad desde la antigiiedad. El término paradoja
procede del griego (de los términos para y doxos), que significa mas alla de lo creible.
En ellas se plantea una situacion de aparente coherencia pero que contiene
contradicciones. Algunas son simples juegos de palabras (paradojas semanticas) pero
otras poseen una profunda carga intelectual muchas veces ligadas a crisis en el
pensamiento, por ejemplo en los fundamentos de las matematicas.
Asi una paradoja es una idea opuesta a lo que se considera verdadero a la opinién
general. Es una proposicion en apariencia verdadera que conlleva a una contradiccion
I6gica o0 a una situacion que infringe el sentido comun.
En este trabajo seran presentadas las siguientes paradojas:
+  Barbero: "Un barbero en un pueblo afeita a todos los hombre que no se afeitan
por si mismo, ¢el barbero se afeita a si mismo?"
4+ Mentiroso: "Si afirmo que estoy mintiendo, ¢ miento o digo la verdad?"
4+ Gato y la tostada: "El gato-tostada deberia caer tanto del lado de la tostada como
de los pies del gato, ¢sera que se mantiene flotando en un misterioso estado de

ingravidez?"
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4 Examen sorpresa: "Un dia de la semana que viene les pondré un examen."

4+ R el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos.
(Russell decia que la auto-referencia es la madre de todas las paradojas)

4 "Esta oracidn tiene cinco palabras™ es verdadera. "Esta oracion no tiene cinco

palabras" también lo es, entonces ¢es su negacion?

Entrando en tema
Antes de Gddel, incluido Hilbert, se creia que todas las verdades de la aritmética eran
demostrables. EI prob6 en 1931 que existen verdades aritméticas no demostrables, entre
ellas la consistencia o no contradiccion de la aritmética.
La existencia de verdades no demostrables tiene una aplicacion interesante por ejemplo
en la teologia: puesto que Dios es una verdad no demostrable, como lo prueba la
experiencia y el fracaso de demostraciones contundentes, tendriamos que basarnos en
una verdad légicamente equivalente que no puede ser mas que la misma Verdad. Es
mas, el empleo de la ldgica viene a ser un reconocimiento implicito de la existencia de
la Verdad.
Pero entonces ¢es 0 no posible demostrar las proposiciones matematicas?
Veamos dos ejemplos que ilustran la situacion:

A Quinto postulado de Euclides.

A Hipotesis del Continuo.
Se pueden considerar tanto la veracidad como la falsedad de ambas proposiciones.
¢Sera que hay errores? ;Como puede existir esa contradiccion?
Surge aqui el concepto de indecidibilidad o independencia, que se refiere a
proposiciones que son independientes de la teoria y que al ser tomadas como verdaderas
o falsas generan sistemas formales diferentes.
Por ejemplo en el primer caso, aceptando el quinto postulado de Euclides obtenemos el
desarrollo teorico de la geometria euclidiana, si lo negamos surgen las no euclidianas
gue generaron bastante resistencia en su momento y sin embargo son totalmente

consistentes.

Haciendo un recorte historico: David Hilbert y Kurt Godel
Hacia 1930 la situacion del programa formalista de Hilbert era mas o menos la
siguiente. Se pensaba que el primer requerimiento habia sido ya basicamente cumplido

con la construccion del sistema formal de Principia Mathematica. Y por esta fecha
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muchos matematicos y logicos trataban de cumplir el segundo requerimiento (trataban
de probar la consistencia logica del sistema formal). Como la tarea parecia dificil, se
trataba de empezar por lo més facil, por probar la consistencia de algun sistema formal

de la aritmética.

El afio 1931 se publicé el articulo méas famoso de Godel y quiza de la historia entera de
la l6gica. Sus resultados mostraban la imposibilidad de llevar a cabo el programa de
Hilbert. En primer lugar Gddel probaba que todos los sistemas formales de la
matematica clasica (incluidos el de Principia Mathematica, la aritmética formal de
Peano, la teoria axiomatica de conjuntos, etc, y en general, cualquier sistema formal que
cumpliese ciertas condiciones de aceptabilidad) son incompletos, es decir, que para cada
uno de ellos puede efectivamente construirse una sentencia indecidible (ni ella ni su
negacion es deducible). Ademas esta incompletitud no tiene remedio. Por muchos
axiomas que afiadamos, los sistemas formales siguen siendo incompletos. En segundo
lugar Godel demostraba que es imposible probar la consistencia de un sistema formal
(que cumpla ciertas minimas condiciones de aceptabilidad) de la matematica clasica,
incluso utilizando todos los recursos y razonamientos incorporados en el sistema, es
decir, que es imposible demostrar la consistencia de un sistema formal dentro del
mismao.

Kurt Godel nacié un 28 de abril de 1906 en la actual Republica Checa. Luego de
realizar estudios en filosofia, fisica y matematicas, escoge el segundo de los problemas
de Hilbert para su tesis doctoral: probar que los axiomas de la aritmética son
consistentes, es decir que la aritmética es un sistema formal que no supone una
contradiccion. De esta manera intentd emplear la légica y la teoria de conjuntos para
comprender los fundamentos de la matematica.

En un panorama de pos-guerra, Godel se instala en Viena y comienza la Universidad
formando parte del tan renombrado grupo de filésofos y cientificos: El Circulo de
Viena.

En 1931 a los 25 afios de edad, un afio después de finalizar su doctorado, Godel quien al
igual que Hilbert creia en la integridad de la matematica demostr6 que la completitud de
la aritmética era inalcanzable.

Imaginemos la sensacion de los formalistas como Hilbert al comprender la magnitud de
la obra de Godel: el edificio matemético antes construido sobre el suefio del sistema
perfecto de razonamiento l6gico se desarmé por completo.
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Logica: Descripcion de la metamatematica
Algunos de los conceptos a ser desarrollados (Godel, 1981)
A Un sistema formal S es completo si y so6lo para cada sentencia ¢ de su
lenguaje formal ocurre que ¢ es deducible en S o que — ¢ es deducible en S.
(Todos los problemas planteados en un sistema formal completo son
decidibles).
A Un sistema formal S es incompleto si y sélo si hay alguna sentencia ¢, tal que
ni @ ni — ¢ son decidibles en S.
A Un sistema formal S es consistente si y sélo si hay alguna sentencia de su
lenguaje formal que no es deducible en S (o, equivalentemente, si para
ninguna sentencia ¢ ocurre que tanto ¢ como — ¢ sean deducibles en S).
A Un sistema formal S es inconsistente o contradictorio si y sélo si toda
sentencia del lenguaje formal de S es deducible en S (0, equivalentemente, si
hay alguna sentencia ¢ del lenguaje formal de S, tal que tanto ¢ como — ¢ son

deducibles en S).

La historia de la matematica como recurso pedagdgico

Desde nuestro punto de vista cabe preguntarse: ¢cuéles fueron las repercusiones de este
descubrimiento en el ambiente cientifico? ;de qué manera se puede aportar una vision
constructiva de la matematica? ¢ cual seria el objetivo?

El dinamismo de la ciencia hace que dia a dia, se continlen incrementando avances
sustanciales, que serviran de peldafios para posteriores descubrimientos. La matematica
no es ajena a esta dinamica, sin embargo como dice Ochoviet (2008): "algunos
estudiantes del primer afio del profesorado de matematica consideran que la matematica
Unicamente esta presente en las aulas y que las Unicas necesidades sociales matematicas
son las que se derivan de la educacion formal™.

La matematica se ha separado de su parte humana, tal vez intentando una objetividad
que la deja vacia de historia, que la transforma en contenidos -que aunque maravillosos-
dejan de transmitirnos las inquietudes, frustraciones y motivaciones de quien intentd
descubrirlos. De hecho en la mayoria de nuestras escuelas la matematica se baso desde
siempre en un mecanismo memoristico de resolver problemas, generar un patron de
formulacién, planteo y resolucidn, completamente ajeno a la creatividad e imaginacion,
apostando siempre a optimizar la velocidad de resolucion y motivando la

competitividad en lugar del trabajo en equipo.
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