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Resumen

En el marco del proyecto “Andlisis del Lenguaje Matematico y su influencia en
los procesos de Validacion en estudiantes universitarios de Ingenieria”, se
analizaron los tipos de razonamiento utilizados por estudiantes de la Facultad
de Agronomia (UNCPBA) en situaciones de validacion sobre Secciones
Conicas. Se identificd una categoria emergente, denominada Interpretacion
Simbodlica de un Objeto Algebraico, incluyendo las producciones que
involucraban la pérdida del caracter iconico de la expresion algebraica de una
conica. En este trabajo se analiza el error asociado a esta categoria, que excede
el marco algebraico y denota una falta de significado dentro de la Geometria
Analitica.

Introduccion

En el marco del proyecto de investigacion “Analisis del Lenguaje Matematico y su
influencia en los procesos de Validacion en estudiantes universitarios de Ingenieria”, en un
trabajo anterior al presente (Sastre Vazquez, Boubée, y Rey, 2014) se analizaron los tipos
de razonamiento utilizados por estudiantes del Primer Afio de todas las carreras de la
Facultad de Agronomia de la Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos
Aires, Azul, Argentina, en situaciones de validacion referidas a Secciones Conicas, y se
obtuvo un primer acercamiento hacia la comprension sobre cuél es y como funciona la
racionalidad de los estudiantes en contextos de validacion.

Como parte de aquel trabajo se disefidé una actividad con la finalidad de que los alumnos
pudieran enfrentarse a la tarea de validar matematicamente, en el area de la Geometria
Analitica, especificamente abordando el tema “Secciones Coénicas”, bajo el titulo
“Actividades matematicas para pensar de a dos”.

La actividad, que se presento en forma escrita, incluy6 una cuestion con dos preguntas y se
solicito, de manera explicita y enfatica que los estudiantes, en parejas (23 grupos), dejaran
en la hoja de resolucidon todo lo que hicieran, ademas de explicar y justificar la respuesta o
las razones que impidieron la resolucion.

La cuestion planteada fue la siguiente:
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- ¢ En qué caso/s particular/es la elipse puede transformarse en otra cénica?
- ¢ Qué sucede con los elementos de ambas conicas

Para el andlisis de los resultados se utilizaron las categorias de razonamiento en situaciones
de validacion definidas por Balacheff (2000), en el contexto de la Geometria Euclidiana, en
las que se distingue un pasaje gradual desde una racionalidad empirica a una construccion
netamente cognitiva. Tales categorias son: Empirismo ingenuo, Experiencia crucial,
Ejemplo genérico y Experiencia mental.

En dicho trabajo se debi6 considerar una categoria emergente asociada a un error particular.
Esta categoria fue denominada “Interpretacion Simbodlica de un Objeto Algebraico
(ISOA)”. La necesidad de su inclusion deviene del planteo de actividades que involucran
aspectos algebraicos, caracteristicos de la Geometria Analitica a diferencia de la Geometria
Euclidiana.

Segun Peirce (1987) se interpreta que un icono hace referencia a una simple asociacion
racional entre el signo y la cosa significada, mientras que un simbolo implica una
asociacion mental con una significacion propia del interpretante entre el signo y el objeto.
Asi, en términos de este autor, una férmula algebraica es un icono ya que una gran
propiedad distintiva de los iconos es que mediante su observacion se pueden descubrir otras
verdades concernientes al objeto. No obstante este predominio del caracter iconico, las
expresiones algebraicas contienen simbolos en el sentido de Peirce, como por ejemplo los
signos +, —, =, etc.

La nueva categoria surge de la necesidad de encuadrar aquellas producciones de los
estudiantes en las que se observa la pérdida del carécter iconico de la expresion algebraica
de una conica, reduciendo toda la expresién a simbolo, debido al peso que le otorgan al
simbolo + o — de las ecuaciones de la elipse y de la hipérbola, respectivamente.

La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos en la categorizacion de las respuestas
producidas por los grupos de estudiantes.

Categorias de Respuestas Cantidad de Grupos
Sin categorizar Sin Categorizar (SC) 4
Empirismo Ingenuo (EI)

Castgggrr:as Experiencia Crucial (EC)
Balacheff Ejemplo Genérico (EG)

Experiencia Mental (EM)
Interpretacion Simbdlica de un
Objeto Algebraico (ISOA)
TOTAL 23
Tabla 1. Cantidad de grupos de estudiantes para cada categoria

0 |O~O|F-

Categoria emergente

Con la Figura 1 se ejemplifica la categoria emergente ISOA mostrando un caso
representativo de la Interpretacion Simbdlica de un Objeto Algebraico.
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Figura 1. Respuesta del Grupo 8 categorizada ISOA, en la que ademas del cambio de
signo, hay un cambio en los coeficientes

Los indicadores de ausencia de validacion y los numerosos casos de interpretaciones
simbdlicas de las expresiones algebraicas de las cénicas (categoria ISOA), por las que un
cambio de signo valida la transformacién de una conica en otra, requiere un analisis mas
profundo de esta situacion. Es por ello que, con el presente trabajo, se inicia una nueva
indagacion en la misma linea de busqueda de un acercamiento hacia la comprensién de la
racionalidad de los estudiantes en contextos de validacion, pero focalizando en el analisis
del error cometido por estos alumnos, desde distintos aspectos. Se persigue como objetivo
analizar el error definido como Interpretacion Simbolica de un Objeto Algebraico, que
representara el 35% de los resultados obtenidos en el estudio previo, profundizando en la
comprension del razonamiento puesto en juego, y en un tipo de error particular de alta
frecuencia de aparicion, cuando los estudiantes se desempefian en actividades de validacion
en el campo de la Geometria Analitica.

Analisis del error de la categoria ISOA
Como se ha detallado, en el trabajo previo de anélisis del razonamiento de los estudiantes

en situaciones de validacion con actividades relativas a Secciones Coénica, el marco teorico
de referencia no correspondié a Geometria Analitica sino a Geometria Euclidiana. Sin
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embargo resultd de utilidad para analizar el tipo de razonamiento de los estudiantes, a
excepcién de este grupo que origind la nueva categoria ISOA por su particular
procedimiento justamente en un aspecto propio del Algebra. Esta forma de validacion abre
muchas preguntas. La busqueda de respuestas da lugar a un recorrido por el que transita
este trabajo.

La busqueda infructuosa de antecedentes para el analisis del razonamiento en situaciones de
validacion en el &mbito especifico de la Geometria Analitica, dio origen a un nuevo proceso
de busqueda.

Un primer nivel de analisis, permite afirmar que los alumnos reconocen la correspondencia
entre cada conica y su ecuacién ordinaria 0 su respectiva ecuacion general. De las cuatro
conicas realizan una seleccion teniendo como Unico criterio para hacerlo la semejanza
morfoldgica de las ecuaciones, sus semejanzas “visuales”. Asi, las opciones para analizar
en qué otra conica se puede transformar la elipse se reducen a dos posibilidades:
circunferencia e hipérbola.

Se desconoce por qué en ningln caso se consider6 como alternativa a la pardbola, aunque
intentando interpretar el criterio de semejanza morfoldgica entre las ecuaciones, se supone
que se consider6 como significativa y/o insalvable la diferencia entre una o dos variables
elevadas al cuadrado.

La transformacién siempre es realizada tomando en cuenta el registro algebraico
exclusivamente y en ese marco se considera valida la justificacion sintetizada en la
expresion “cambio de signo”.

Con este procedimiento, se evidencia que los estudiantes olvidan o no toman en cuenta:

e las definiciones de las conicas y ligado a ello el significado de los signos + y — de
las ecuaciones ordinarias de la elipse y la hipérbola, respectivamente.

e la existencia de un registro grafico ya que los objetos matematicos considerados no
son solo una ecuacion.

Lo mencionado guid la investigacion hacia un nuevo analisis, propio del trabajo en el
registro de representacion algebraico, y se indagd sobre las dificultades y errores en esta
area.

Los objetos del algebra pueden ser caracterizados bajo diferentes representaciones
semidticas, entendiéndolas como producciones constituidas por el empleo de signos que
pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propias limitaciones de
significado y de funcionamiento (Duval, 1993). Estas representaciones no son soélo Utiles
para fines de comunicacion, sino que también son esenciales para la actividad cognitiva del
pensamiento. Para este autor, la habilidad para cambiar de registro de cualquier
representacion semiotica ocupa un lugar central en el aprendizaje de la matematica.
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Socas (1997, 2007) distingue tres estadios de desarrollo cognitivo de los sistemas de
representacion en Algebra:

- Estadio semiotico, es aquel en el que el alumno aprende y usa los signos nuevos con
los significados que le suministran los signos antiguos ya conocido y usados por él.

- El estadio estructural se caracteriza porque el sistema nuevo se estructura segun la
organizacion del antiguo, aunque ciertos comportamientos de los signos no pueden
explicarse en términos del sistema antiguo.

- El estadio auténomo es aquel en el que los signos actdan con significados propios
independientemente del sistema anterior.

En cada uno de estos estadios de desarrollo del signo, pueden distinguirse dos categorias
de comportamiento de los alumnos, en cuanto a la relacion objeto-significado (Socas,
2007):

- En el estadio semidtico:

Una primera categoria, en la cual el alumno tiene ideas imprecisas sobre el objeto
matematico y mezcla de forma incoherente diferentes representaciones semioticas.

En la segunda categoria, el alumno reconoce los elementos de un sistema de
representacion semiotico en relacion con el objeto matematico.

- Enel estadio estructural:

En la categoria inicial, el alumno conoce un sistema de representacion semiotico y
realiza transformaciones en el interior del sistema de representacion.

En la segunda categoria, el alumno realiza correctamente actividades de conversion de
un sistema de representacion semiotico a otro, partiendo de un sistema controlado por el
alumno.

- En el estadio auténomo:

En la primera categoria, el alumno articula dos sistemas de representacion semidticos,
partiendo indistintamente de ellos, ya que domina de manera autbnoma ambos.
Finalmente, en la segunda categoria, el alumno articula coherentemente diferentes
sistemas de representacion semidticos, ejerce control de las representaciones semioticas
que utiliza. Tiene conocimiento del objeto mateméatico como estructura y puede
controlar aspectos coherentes e incoherentes del mismo.

Se considera que los alumnos que cometen el error motivo de este andlisis, evidencian un
desarrollo cognitivo que se corresponde con el estadio semiotico, reconociendo los
elementos de un sistema de representacidon semidtico en relacion con el objeto matematico
(segunda categoria de dicho estadio). No logran realizar transformaciones al interior del
sistema de representacion algebraico en este caso, con la légica de dicho sistema, condicion
esencial para acceder al nivel siguiente de desarrollo cognitivo.

Al abordar objetos algebraicos, las conversiones entre registros permiten analizar las
dificultades y errores conceptuales y de procedimiento, entendiendo el error como la
presencia de un esquema cognitivo inadecuado en el alumno, no s6lo como consecuencia
de ausencia de conocimiento. El conocimiento conceptual no puede aprenderse sin
significado, ya que es rico en relaciones y conforma una red de conocimiento, en tanto el
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conocimiento procedimental es dependiente del sistema de representacion simbolica e
implica el conocimiento de las reglas sintacticas del mismo.

En Socas (1997) se identifican tres origenes distintos de los errores que cometen los
alumnos: errores que tienen su origen en un obstaculo, entendiéndolo como un
conocimiento adquirido, no como una falta de conocimiento, que fue efectivo en algun
contexto especifico, pero que cuando el alumno utiliza dicho conocimiento en otro
contexto, da lugar a respuestas inadecuadas; errores que tienen su origen en la ausencia de
sentido o significado; o, finalmente, con origen en actitudes afectivas y emocionales.

Los errores que tienen su origen en una ausencia de sentido se originan en los distintos
estadios de desarrollo (semidtico, estructural y autdbnomo) que se dan en los sistemas de
representacion, por lo tanto pueden diferenciarse en tres etapas distintas:

- Errores del &lgebra que tienen su origen en la Aritmética, resultado de no haber
asimilado relaciones y procesos en un contexto aritmético.

- Errores de procedimiento, que se producen cuando los alumnos utilizan de manera
inapropiada reglas, definiciones, propiedades, formulas, etc.

- Errores del algebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico, y a
la complejidad de los objetos que le son propios.

Inicialmente, el error que se estudia no se corresponderia taxativamente con los antes
mencionados, pero si se hallan aspectos relacionados.

Los alumnos que cometen este error, utilizan como Unico criterio para responder -
erroneamente- la semejanza morfologica de las ecuaciones. La imagen mental de las
mismas, es identificada y visualizada correctamente, pero no asi el procedimiento que
efectlian sobre estos objetos.

La identificacion de este aspecto, deriva en un analisis sobre la visualizacidén, como proceso
vinculado al trabajo con objetos matematicos.

Visualizacion se refiere al conjunto de procesos y habilidades de los sujetos para formar,
trazar y manipular imagenes mentales o fisicas, usandolas efectivamente para establecer
relaciones entre objetos matematicos. (Duval, 1999).

La visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion,
interpretacion, uso y reflexion sobre retratos, imagenes, diagramas, en nuestras
mentes, en el papel o con herramientas tecnologicas, con el propdsito de
representar y comunicar informacién, pensar y desarrollar ideas previamente
desconocidas y comprensiones avanzadas. (Arcavi, 2003, p.217)

El mismo autor también considera que la matematica, como creacion humana y cultural que
trata con objetos y entidades muy diferentes de cualquier fendémeno fisico, se apoya
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fuertemente sobre la visualizacién en sus diferentes formas y niveles, no sélo en el campo
de la geometria.

Mas alla de ser una capacidad asociada esencialmente a la Geometria, también se la puede
reconocer en el trabajo en otras areas de la Matematica. Segui (1995) afirma, basado en
Kieran y Filloy (1989), que el razonamiento visual no es patrimonio de la geometria sino
que esta presente en otras ramas de la matematica, por ejemplo en algebra, combinatoria y
probabilidad (diagramas).

Godino, Cajaraville, Fernadndez, y Gonzato (2012) postulan que el proceso puesto en juego
en la realizacion de una practica matematica por un sujeto:

- Siempre involucra lenguajes analiticos, en mayor o menor medida, aunque la tarea
refiera a situaciones sobre el mundo perceptible.

- Una tarea no visual puede ser abordada, al menos parcialmente, mediante lenguajes
visuales, los cuales permiten expresar de manera eficaz la organizacion o estructura de la
configuracién de objetos y procesos puestos en juego.

Una tarea visual, en las que intervienen objetos del mundo sensible, puede abordarse con
medios analiticos y viceversa, una tarea analitica, en que priman entidades ldgicas,
numeéricas, analiticas, se puede abordar con medios visuales.

El grado de visualizacién puesto en juego en la solucidon de una tarea dependerd, en parte,
del carécter visual o no de la tarea -aunque pueden articularse estos abordajes, tal como se
menciono-, pero también de los estilos cognitivos particulares del sujeto que la resuelve,
como han puesto de manifiesto diversas investigaciones (Krutestkii, 1976; Presmeg, 1986;
Pitta-Pantazi y Christou, 2009).

Godino et al (2012, p.18) concluyen que:

[...] la configuracion de objetos y procesos asociados a una practica matematica
estard formada usualmente por dos componentes, uno visual y otro analitico, los
cuales se apoyan sinérgicamente en la solucion de la tarea correspondiente. El
componente visual puede desempefiar un papel clave en la comprension de la
naturaleza de la tarea y en el momento de formulacidn de conjeturas, mientras que
el componente analitico lo sera en el momento de generalizacion y justificacion de
las soluciones.

Los distintos tipos de objetos matematicos dan cuenta de la dialéctica entre lo visual y lo
analitico. Para cualquier tipo de objeto matematico primario se postulan la presencia o
intervencion en su constitucion y funcionamiento de una faceta ostensiva (publica,
perceptible, simbolica o visual) y otra faceta no ostensiva (normativa, légica, ideal, mental)
las cuales interaccionan de manera sinérgica.
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La aplicacion de la dualidad ostensivo-no ostensivo a los distintos tipos de objetos
matematicos primarios (problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) proporciona un punto de vista nuevo sobre el papel
de la visualizacion en la préactica matemaética. (Godino et al, 2012, p.19)

La sinergia mencionada en estas investigaciones, entre ostensivos y no ostensivos, entre lo
visual y lo analitico, no se evidencia en las producciones de los alumnos que cometen el
error categorizado ISOA. Sus resoluciones dan cuenta de un tratamiento visual, en un
objeto algebraico, particularmente en la ecuacion de las conicas, en un contexto que articula
de forma imprescindible lo visual y analitico, lo geométrico y algebraico, como es la
Geometria Analitica.

Conclusion

Todas las producciones de la categoria en estudio denotan un tratamiento visual aplicado a
un objeto algebraico: la ecuacion de las secciones conicas. En algunos casos se trata de la
ecuacion general y en otros de la ecuacién ordinaria, pero esta distincion no constituye una
variable significativa para el andlisis. Lo que resulta significativo es el tratamiento
puramente visual que se realiza sobre el objeto ecuacién, obviando toda regla algebraica.
Los alumnos que cometen este error, utilizan como Unico criterio para responder -
erroneamente- la semejanza morfologica de las ecuaciones. La imagen mental de las
mismas, es identificada y visualizada correctamente, pero no asi el procedimiento que
efectlian sobre estos objetos. El procedimiento de discriminacion visual utilizado remite a
un vaciamiento de contenido ya que solamente se observa la “forma” de un objeto
algebraico.

Es necesario hacer notar que la visualizacion aplicada en un registro algebraico lleva a los
alumnos a la transformacion de una elipse en una hipérbola, mientras que el mismo proceso
de visualizacion en el registro gréfico, llevado a cabo por otros grupos de estudiantes y
obviado por el grupo que aqui se analiza, conduce a la transformacion de una elipse en una
circunferencia.

Se conjetura que este error evidencia un desconocimiento del status algebraico de los
simbolos operacionales en las expresiones algebraicas, y su alta frecuencia esta muy
relacionada al area de la Matematica que actla como contexto, la Geometria Analitica.
Nunca antes este grupo de alumnos, trabajando en temas de Algebra, habia mostrado un
error de esta naturaleza o al menos su incidencia nunca fue de la magnitud con que aqui se
presento.

La Geometria Analitica es una rama de la Matematica que en su esencia, tal como su origen
y su nombre indican, incluye la articulacion de dos registros. Por tanto, resulta
imprescindible el trabajo conjunto e integrado de los registros grafico y algebraico. En otras
palabras, resultan fundamentales las actividades cognitivas definidas por Duval (1993)
como tratamiento y conversion de registros de representacion semidtica, tanto por su
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importancia para el aprendizaje de los alumnos, como por la especificidad de la Geometria
Analitica.

Los alumnos cuyas producciones han sido categorizadas como ISOA, dan cuenta de un
error en el algebra (“cambio de signo”) aunque no puede ser encuadrado en ninguna de las
categorias de errores asociadas a esta rama de la Matematica. Surge entonces el
interrogante sobre si este tipo de error puede constituir una nueva categoria, en el
referencial asumido, ya que son errores en el algebra, que podrian tener su origen en la
geometria, al utilizar -incorrectamente- un proceso que les ha resultado util en el contexto
geométrico, grafico, tal como es la visualizacion, en un contexto analitico, algebraico.

Las dificultades y los errores en el aprendizaje de la Matematica contindan siendo un foco
de estudio e investigacion en Educacién Matematica, ya que aun quedan cuestiones
importantes por resolver, méas alla de la vasta investigacién al respecto y de los resultados
obtenidos. Asi mismo, el andlisis de la eficacia relativa de los modos visuales de
razonamiento respecto de los modos analiticos, segun los tipos de tareas y fases de estudio,
es un tema actual en Educacion Matematica y que requiere continuar investigando.
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