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Resumo

Neste artigo sdo apresentadas indicagdes de abordagens de ensino para 0s seguintes
conceitos do Calculo Diferencial e Integral: limite, continuidade, derivada, integral
definida e equac0es diferenciais. Essas abordagens de ensino foram desenvolvidas por
David Tall e seus associados. Elas foram obtidas por meio de um estudo conduzido no
ambito do Programa de Estudos Pds-Graduados em Educacdo Matemética da
Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo. Trata-se da elaboracdo de um
panorama sobre alguns artigos de Tall com vistas a realizar sinteses, efetuar anélises e
evidenciar dados importantes sobre a aprendizagem e o ensino do Calculo na
perspectiva do pesquisador. Neste artigo sdo descritos os objetivos, a problematica, os
documentos submetidos a analise e a forma com que se processou a coleta de dados. E
ao final, séo destacadas indicacdes de abordagens de ensino para alguns conceitos do
Calculo. O estudo apresentado, neste artigo, pode contribuir com professores e
pesquisadores, ou seja, com interessados em geral pelo campo da Educacao
Matematica Superior, mais especificamente pelo ensino e aprendizagem do Célculo
Diferencial e Integral. Isso porque os elementos tedricos de Tall e colaboradores sao
frutiferos tanto para a pratica docente quanto para a pesquisa nessa area.

Apresentacado

O estudo apresentado neste artigo trata de abordagens de ensino para 0s conceitos do
Célculo Diferencial e Integral: limite, continuidade, derivada, integral definida e
equacOes diferenciais, propostas por Tall e seus colaboradores, que emergiram da
pesquisa de Almeida (2013).

Trata-se de um estudo (Almeida, 2013) de natureza teorica, com carater bibliografico,
documental, inserido na modalidade panorama, cujos procedimentos teorico-
metodoldgicos pautaram-se na Analise de Conteldo, segundo Bardin (1979).

PropOe-se a construcdo de um Panorama de artigos de autoria de Tall, ou de
colaboradores, visando os objetivos: buscar a compreensdo de dificuldades de

aprendizagem de conceitos da Matematica Avangada, mais especificamente dos
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conceitos do Calculo; e elaborar um panorama sobre propostas teoricas de Tall com o
intuito de contribuir com a organizacdo da Educagdo Matemaética.

A problemética desta pesquisa foi pautada em dificuldades de aprendizagem
relacionadas aos conceitos de numeros reais, infinito, limite, derivada e integral. Outra
componente da problematica sdo motivacoes e justificativas, expostas por pesquisadores
(Mamona—Downs & Downs, 2008), da necessidade de se produzir sinteses dos
resultados obtidos no campo da Educacdo Matemaética, com vistas a consolidacao dessa
area e da elaboracéo de praticas de ensino.

Como ja anunciado anteriormente, segundo processo de coleta de dados necessario, a
pesquisa conduzida (Almeida, 2013) caracterizou-se como um estudo documental.
Segundo Fiorentini e Lorenzato (2009, p. 102) esse tipo de pesquisa realiza-se sobre
qualquer tipo de documentacdo escrita. A coleta de informacGes € feita por meio de
fichamentos das leituras, que visam organizar de maneira sistematica 0s registros
relativos a informagdes obtidas. Os documentos considerados nesta pesquisa foram
artigos de autoria de David Tall, ou de colaboradores. A escolha desse tipo de
documento deu-se em virtude dos argumentos de Bursztyn, Drummond e Nascimento
(2010), segundo os quais, pesquisadores de todo 0 mundo podem, por meio dos artigos,
“divulgar os resultados de suas pesquisas, os métodos que usam, os conceitos que
adotam ou propdem, as teorias que os orientam” (Bursztyn et al., 2010, p. 17).

Em virtude do amplo volume de trabalhos desenvolvidos por David Tall e seus
associados, o universo dos artigos considerados foi restringido. Em vista dos objetivos
almejados, foi considerada uma secdo que aborda um topico central para o Célculo, a
saber, o conceito de limite, assumindo o que defende Cornu:

O conceito matematico de limite & uma nogdo particularmente dificil,
caracteristico do tipo de raciocinio necessario na Matematica Avancada. Ele
detém uma posicdo central que permeia toda analise matematica — como um
fundamento da teoria das aproximacdes, da continuidade, e do Calculo
Diferencial e Integral (Cornu, 1991, p. 153).

Foram escolhidos os artigos da secdo Limits, Infinity & Infinitesimals, do sitio
académico do pesquisador. Segundo o prefacio existente no sitio, Tall chama a atencéo
de que os estudos, que resultaram nos artigos, indicaram a existéncia de distingdes entre
as teorias matematicas e as crencas cognitivas dos sujeitos. Uma delas esta relacionada
ao fato de que nosso cérebro associa uma ideia de movimento a noc¢éo de limite. Em
consequéncia, a imagem mental foca apenas em aspectos dindmicos dessa noc¢ao. Outro

aspecto destacado foi o fato da nocdo de limite ser concebida como um processo e
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posteriormente como um conceito. Além disso, Tall descreveu um conflito cognitivo
relativo ao fato de muitas vezes, o sujeito conceber o conceito de limite como um
processo de aproximar-se a um valor limite, sem nunca alcangé-lo. Essa concepgao
entra em conflito com a definicdo formal desse conceito. O conceito de limite zero de
uma sequéncia, ou de uma funcéo, revelou ao pesquisador o surgimento no sujeito da
ideia de nimero arbitrariamente pequeno, o que ele nomeou como um infinitesimal
cognitivo. Por fim, nos artigos mais recentes, o objetivo do pesquisador foi propor um
modelo com vistas a explicar como ocorre, por parte do sujeito, o desenvolvimento
formal dos conceitos da Matematica.

Em Almeida (2013), o estudo dos artigos considerados se desenvolveu do seguinte
modo: inicialmente, foi conduzido um estudo minucioso do corpus documental, sendo
esse “o conjunto de documentos tidos em conta para serem submetidos aos
procedimentos analiticos” (Bardin, 1979, p. 96), e foram eleitas as unidades de analise.
Por meio desse estudo, foram criadas dois tipos de categorias que nortearam a
construcdo do Panorama pretendido. O primeiro conjunto teve por objetivo evidenciar
as proposicdes teoricas desenvolvidas, pelo proprio pesquisador ou com a sua
colaboracgdo, que surgiram no corpus documental. Como resultados foram destacados
seis elementos teoricos: as concepg¢des infinitesimais; os conflitos; o conceito imagem e
0 conceito definicdo; a nocdo de proceito, a fundamentacdo para a utilizagdo do
computador na aprendizagem e formas de modelar o desenvolvimento da Matematica
formal por parte do sujeito. No segundo conjunto de categorias foram destacados os
topicos do Calculo Diferencial e Integral, que emergiram nos artigos do corpus
documental. Tais topicos totalizaram as seguintes categorias: numeros reais, infinito,

limites, sequéncias e séries, continuidade, derivada e integral.

IndicacOes de abordagens de ensino

Para o conceito de limites de sequéncias e séries o que Tall e Schwarzenberger (1978)
propdem é o seguinte: integrar a no¢do de limite com o conceito de nameros reais
definidos a partir das sequéncias de aproximacdes decimais de um namero real k (Tall
& Schwarzenberger, 1978, p. 5). Essa integracdo foi possivel pelo fato de haver uma
precisdo limitada na representacdo, em uma folha de papel, de um segmento com
medida igual a um namero irracional.

Outra indicacdo de abordagem, relativa ao conceito de limite de sequéncias, surgiu no
estudo de Tall e Li (1992). Nesse estudo, os pesquisadores conduziram um experimento
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por meio de um curso, no qual foi utilizado um ambiente de programacéao, com duracao
de 20 semanas, realizado com estudantes da Universidade de Warwick. Nesse curso, 0s
estudantes foram convidados a programar determinadas sentencas e séries, e, investigar
0 comportamento dos termos delas para determinados valores da varidvel dependente.
Apds essa atividade, os sujeitos foram conduzidos a definicdo formal do conceito de
limite. Posteriormente, Tall (2001) refletiu sobre trés falhas existentes na abordagem do
conceito de limites proposta nesse estudo. A primeira falha detectada foi que em
determinadas sequéncias, 0 computador demorava a realizar os calculos, e isso reforgou
a ideia que o limite € um processo que ndo termina. Com relacdo ao tdpico da
convergéncia de sequéncias, 0 objetivo do curso era promover intui¢cdes, por meio de
uma precisdo fixada, com o intuito de desenvolvé-la para a definicdo formal do
conceito. Apesar desse tipo de abordagem, comparando os resultados de um pré-teste
para um pro-teste, a maioria dos sujeitos da pesquisa respondeu incorretamente as
questBes formuladas. Um altimo topico foi dedicado a discussdo de que um decimal
infinito pode ser visto como um limite de sequéncia de aproximagdes decimais. Em
entrevistas realizadas com os estudantes foi possivel constatar que eles continuaram a
conceber a dizima periodica 0,999... como uma sequéncia de numeros mais proxima de
1 e ndo como um valor fixo.

Com relagdo ao conceito de continuidade, o pesquisador utilizou elementos da Analise
N&o-Standard com o objetivo de fornecer uma base formal adequada as intuicGes
manifestadas pelos alunos. A Analise N&o-Standard é um ramo da Matematica
desenvolvido na década de 60, pelo matematico Abraham Robinson, que “procura
recuperar a nogao de infinitésimo que, com o auxilio dos méetodos da logica matematica,
em particular, da teoria dos moddulos, foi estabelecida de forma rigorosa” (Felizardo,
2005, p. 6).

No artigo (Tall, 1981, p. 13), o pesquisador exibiu a definicdo do conceito de
continuidade no contexto da Analise Nao—Standard.

Além disso, Tall propés uma abordagem intuitiva para o conceito de continuidade,
utilizando o computador. Ela consiste no seguinte, em considerar “[...] um gréfico
desenhado “continuamente™ nesse sentido intuitivo, simplesmente esticando-o
horizontalmente, mantendo a escala vertical constante, retire essa imagem do grafico em

uma janela separada” (Tall, 1993, p. 11).
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O resultado do processo descrito anteriormente foi ilustrado na Figura 1:

4.( - / '
Expansédo da escala horizontal
Figura 1 — Esticando um gréfico horizontalmente (Tall, 1993, p. 11).

Tal abordagem, na qual uma por¢do do grafico de uma fungdo é “horizontalmente
esticada”, ¢ possivel introduzir a defini¢do formal de continuidade de uma fungdo no
ponto Xo (Tall, 1993, p. 12).

Com relacgdo ao conceito de derivada, no artigo (Tall, 1981, p. 14), o pesquisador exibiu
uma indicacdo de abordagem de ensino, na qual o conceito de derivada é definido no
contexto da Andlise Néao-Standard. Utilizando a funcdo, nomeada pelo pesquisador,
microscopio-o centrado em (X, f(x)), ele afirmou: “Surpreendentemente, vemos 0 grafico
como uma linha reta” (Tall, 1981, p. 17). Contudo, essa construcédo foi feita de maneira
tedrica, utilizando resultado da Analise Ndo-Standard e representacdes com lapis e
papel. Pela evolucdo dos computadores, Tall retomou as ideias aqui descritas. Com
auxilio do computador, ele construiu imagens que desenvolvessem motivagoes
adequadas & nogdo de funcbes diferencidveis. Ele indicou que essa nocdo pode ser
“motivada simplesmente ampliando seu grafico, mantendo a mesma escala relativa nos
eixos” (Tall, 1993, p. 11). Com isso, quando a representacdo grafica de uma funcéo é
ampliada, a aparéncia dessa porg¢do do gréafico € idéntica a um segmento de reta. Logo, a
inclinacdo do segmento de reta, exibido na tela, ter& a mesma inclinacdo da reta
tangente ao grafico da funcao.

Na Figura 2 exibe-se esse software sendo utilizado para a fungdo g(x) = sen x. Na
segunda janela do software é possivel perceber que a representacéo grafica da funcéo g
fica parecida com uma linha reta, assim como a conclusdo tedrica obtida com auxilio da

fungdo microscopio-o.
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A noc¢do de aproximacdo linear local foi nomeada pelo pesquisador como “retidao
local” (Tall, 2000, p. 11). Ela seria uma raiz cognitiva apropriada para o conceito de
derivada.

Com relacdo ao conceito integral definida, o pesquisador recorreu a funcdo area abaixo
do gréafico de uma funcdo em dois artigos (Tall, 1993, 2000). Em um primeiro
momento, Tall defendeu que uma abordagem na qual a integracdo € reconhecida como o
inverso da diferenciacdo faz com que o papel da continuidade da funcéo integravel fique
menos evidente, porém, “quando ao conceito de integragdo ¢ dado um significado
independente por meio da soma, a funcéo da continuidade torna-se mais evidente” (Tall,
1993, p. 13).

Segundo Tall “as nog¢des corporificadas de ‘area’ e ‘area até o momento’ (traducéo da
expressdo ‘area-so-far’) podem apoiar a Integragdo de Riemann e até a de Lesbegue”
(Tall, 2000, p. 16). Essas noc¢des podem ser ampliadas com um computador e softwares
desenvolvidos apropriadamente, pois eles podem ser utilizados para calcular a area
numérica e relacionar a nogédo de continuidade a nocédo de integracao.

Com relacdo ao conceito de equacOes diferenciais, Tall sugeriu a introdugdo desse
conceito, por meio da seguinte situacdo problema:

Considere o problema inverso da diferenciacdo (N&o, esse ndo é a integracao!).
O problema é o seguinte — se vocé conhece a inclinacdo de uma funcdo em
qualquer ponto, como podemos construir o grafico que tem essa inclinagdo?
(Tall, 2000, p. 14).
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O objetivo do pesquisador com essa questdo foi propiciar um significado corporificado
ao estudante, apresentando outras abordagens que ndo aquela utilizada, em geral, a
abordagem simbolica. Além disso, Blokland, Giessen e Tall (2000 como citado em Tall,
2001, p. 211) desenvolveram um software que constroi a solucdo grafica para uma
equacdo diferencial de 12 ordem, na qual o mouse ¢ utilizado para mover um pequeno
segmento, cuja inclinacdo € definida pela equacgdo diferencial, e, com um clique sobre o
plano cartesiano, esse segmento ¢ fixado ao plano.

Conclusdes

Com as consideracBes deste artigo, é esperado contribuir com as discussdes do VII
CIBEM, com a exposicdo de consideracOes sobre a aprendizagem de conceitos do
Célculo Diferencial e Integral sob a perspectiva de um importante pesquisador do
campo da Educacdo Matematica. As contribui¢bes de Tall e colaboradores para essa
area, compiladas e apresentadas neste artigo sdo destinadas tanto para a sala de aula,
quanto para futuras pesquisas do campo da Educacdo Matematica.
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