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Resumen

Este trabajo es un extracto de un estudio donde se exploran los tipos de
razonamientos que tienen profesores de ensefianza media de establecimientos
educacionales chilenos frente a problemas de probabilidad. Se presentan
resultados del andlisis de las respuestas de 27 profesores respecto a dos
problemas de distribucién binomial (con y sin equiprobabilidad). Para el
analisis, se utiliza una jerarquizacion hipotética basada en la taxonomia SOLO
considerando los elementos necesarios para la resolucion de problemas
binomiales. Dentro de las conclusiones la definicion clasica de probabilidad, el
uso de diagramas de arbol, la regla del producto, la combinatoria y la formula
de la distribucion binomial son indicadores de transicion entre niveles de
razonamiento.

Introduccion

Dentro de la bases curriculares definidas por el Ministerio de Educacion de Chile el topico
de variable aleatoria discreta esta considerado dentro del eje de Datos y Azar para alumnos
desde 2do Medio (MINEDUC, 2013). Especificamente, se destaca el concepto de
distribucion Binomial como modelo de probabilidad discreto, estableciendo explicitamente
la necesidad de la construccion inicial del concepto en base a tablas de frecuencias
asociadas a experimentos aleatorios de este tipo (lanzamiento de una moneda equilibrada,
extraccion de esferas de una urna, etc.), luego, resoluciéon de problemas en base a la
distribucion Binomial (su formula) y la profundizacion respecto al valor esperado y
varianza. Estudios del area muestran las dificultades que presentan alumnos en entender
estos conceptos en la mayoria de los casos debido a sesgos cognitivos, por ejemplo, en Van
Dooren, De Bock, Depaepe, Janssens y Verschaffel (2003) se estudia la presencia del sesgo
de linealidad en alumnos de Bachillerato, los cuales, a pesar de haber cursado formalmente
asignaturas de probabilidad caen en este tipo de sesgo en problemas binomiales cuyos
enunciados aparentan ser proporcionales. Fischbein y Schnarch (1997) también destacan la
ilusion de linealidad, ademas de la suposicion de equiprobabilidad, representatividad,
disponibilidad, entre otras, al igual que en Batanero y Sanchez (2005). Estudios
comparativos entre alumnos de bachillerato y profesores de secundaria en formacion se
observan en Mayén, Salazar y Sanchez (2013) en donde la conclusién principal indica que
es fundamental el conocimiento de la combinatoria y la regla del producto para la solucion
de problemas binomiales.

La pregunta de esta investigacion se centra en determinar si estos tipos de sesgos de
razonamiento observados en los estudios mencionados anteriormente se dan en profesores
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de ensefianza media (secundaria) chilenos. Para ello, se explorara el pensamiento de los
profesores frente a problemas binomiales (problema con y sin equiprobabilidad) y se
determinara los elementos de conocimiento que utilizan para resolverlos presentando un
cuadro donde se resuma la gama de razonamientos en los distintos niveles propuestos.

A continuacion se presentan antecedentes sobre la taxonomia SOLO para jerarquizar y
obtener niveles de razonamiento, el marco conceptual, la metodologia de estudio y las
conclusiones obtenidas.

Antecedentes

La taxonomia SOLO (“Structure of Observed Learning Outcome™) se ha utilizado en la
mayoria de los estudios de jerarquizacion resultantes del analisis o evaluacion de la
comprension de conceptos estadisticos o probabilisticos. En Landin y Sanchez (2010), se
propone una jerarquizacion hipotética basada en este método en niveles de razonamiento
frente a problemas binomiales en estudiantes de Bachillerato. En Sanchez y Landin (2011)
se describe un proceso para mejorar la fiabilidad de la jerarquia de razonamiento frente a
problemas binomiales, la cual, es aplicada nuevamente en estudiantes de Bachillerato en
Landin (2013).

Marco conceptual

El razonamiento de estudiantes frente a una tarea refleja la comprension conceptual que han
alcanzado y se expresa en el uso de elementos de conocimiento relacionados con la tarea y
con el (o los) concepto (s) en cuestién (Mayén et al, 2013).

La taxonomia SOLO presentada por Biggs y Collis (1982) se utilizé para definir una
jerarquia que describa los tipos de razonamiento sobre la probabilidad Binomial y el
analisis de las respuestas del cuestionario asociado. Siguiendo a Biggs y Collis (1991) se
definen cinco niveles de abstraccion o modos de funcionamiento que pueden ser
distinguidos para describir el desarrollo de un individuo: sensoriomotor, iconico, simbolico-
concreto, formal y post-formal. Dentro de cada modo, las respuestas llegan a ser
crecientemente complejas y este crecimiento puede ser descrito en términos de niveles; los
niveles de SOLO son: uniestructural (U) cuando la respuesta incluye sélo un componente
relevante del concepto o tarea, multiestructural (M) cuando incluye dos 0 mas componentes
no relacionados o con relaciones espurias y relacional (R) cuando incluye muchos
componentes con relaciones genuinas entre ellas. Existe un nivel adicional denominado
preestructural (P) que precede al uniestructural y otro denomiado abstracto extendido (A)
posterior al relacional.

En este estudio se considerd una jerarquizacion hipotética basada en la taxonomia SOLO
considerando los distintos tipos de razonamientos observados en las respuestas de los
profesores a las preguntas sobre distribucién binomial.

Metodologia
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Participaron en el estudio 27 profesores de matematicas de Educacion Media de distintos
colegios de la Region Metropolitana en la ciudad de Santiago de Chile.

El instrumento utilizado corresponde a los problemas 10 y 11 de un cuestionario de 11
problemas de probabilidad, ambos ejercicios estan asociados a la aplicacion de la
distribucion Binomial. El problema 10 es un caso equiprobable y el problema 11 es no
equiprobable. Ambos problemas corresponden a una aplicacion directa de la férmula de la
distribucion Binomial: X ~ Bin(n, p). En el problema 10 los valores de los pardmetros de la
distribucion son respectivamente n=5 y p=1/2 (caso equiprobable) y en el problema 11 los
valores son n=3 y p=5/8 (caso no equiprobable). A continuacion se presentan los
problemas:

10. Se lanza una moneda honesta en 5 oportunidades. ¢Cudl es la probabilidad de
obtener 3 caras?.

11. Una urna contiene 5 esferas azules y 3 esferas rojas, suponga que se extraen 3
esferas con reposicion. ¢Cual es la probabilidad de obtener dos esferas azules?.

Los problemas se aplicaron a los profesores en presencia de los jefes de UTP vy el
investigador. El proceso de andlisis de las respuestas es de tipo cualitativo y ciclico;
consiste en una revision sistematica de todas las respuestas para formar un sistema de
categorias hasta clasificarlas en los diferentes niveles jerarquicos de la taxonomia SOLO
(preestructural, uniestructural, multiestructural, relacional y abstracto extendido) esto en
funcién de los elementos de conocimiento que se exponen y de la precisién en su
presentacion, se considera en particular, la definicion cléasica de probabilidad, el uso de
diagramas de arbol, la regla del producto, la combinatoria y la formula de la distribucién
binomial. Se obtuvo jerarquias de cada problema, en la que se incluyen subcategorias para
cada nivel de razonamiento.

Resultados

A continuacion se presentan los resultados del analisis de las respuesta de los problemas de
probabilidad binomial en los casos equiprobable y no equiprobable mediante una tabla de
jerarquia derivada de la revision sistematica de los cuestionarios, se incluye ademas
ejemplos para uno de los niveles observados y una tabla de frecuencias donde se presentas
la frecuencias y porcentajes de respuesta en cada uno de los niveles.

Resultados del analisis del problema 10 (caso equiprobable)
Los resultados por categoria de este problema se presentan en la Tabla 1 que incluye el

nivel jerarquico de la taxonomia SOLO vy las subcategorias que lo forman, asi como la
descripcion de la respuesta tipica escrita acerca de elementos de conocimiento encontrados.
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Tabla 1. Jerarquia obtenida de la pregunta 10.

Niveles SOLO y

Subcategorias Descripcion de respuestas tipicas

Preestructural
P1 Respuestas no relacionada con la situacion o con errores
conceptuales.

Uniestructural

Ul Realiza un diagrama de arbol inadecuado o incompleto.

U2 Realiza un diagrama de &rbol completo, cuenta casos favorable
desde el arbol y calcula probabilidad pedida.

Relacional

R1 Utiliza combinatoria, la regla de Laplace o técnicas de conteo
para determinar la probabilidad.

R2 Utiliza la formula Binomial pero no identifica la distribucion,

no define variable aleatoria ni utiliza notacién de probabilidad.

Se presentan en la tabla 2 ejemplos de respuestas para cada uno de los niveles observados
en la Tabla 1.

Tabla 2. Ejemplos de respuestas para la pregunta 10.

Subcategorias  Respuesta Descripcion
Pl s‘.l:::. ::-.”"..N. bosesta en 3 oportusidades. Cudl o la probebifidad de Respuesta no reIaCionada con
o la situacion.

Dibuja diagramas de arbol
Ul inadecuados, luego determina

: de forma incorrecta los casos
favorables, aunque obtiene de
forma correcta los casos
totales.
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I e o L R Realiza un diagrama de érbol

U2 2 del cual extrae una lista
& completa de los casos

posibles y obtiene

¥ correctamente el numero de

casos favorables. Determina
la probabilidad mediante
Laplace.

Obtiene el nimero de casos
totales mediante regla de
conteo. Calcula el niamero de
casos favorables mediante
combinatoria, luego obtiene
la  probabilidad pedida
mediante Laplace.

R1

Utiliza la férmula binomial,
pero no se evidencia
definicion de la variable
aleatoria del problema, ni la
identificacién de los
parametros de la distribucion,
tampoco se observa uso
formal de notacion de
probabilidad.

R2

A continuacion se presentan la tabla de frecuencias para las respuestas observadas en el
estudio para cada nivel descrito en la Tabla 1.

Tabla 3. Frecuencia y porcentaje de respuestas por nivel de razonamiento
Profesores (n=27)

Frec. %
Preestructural ~ P1: Respuestas no relacionadas con la situaciéon 3 11,11%
Uniestructural ~ U1: Realiza un diagrama de arbol inadecuado o 2 7,41%

incompleto.

U2: Realiza un diagrama de arbol completo, 14 51,85%
cuenta casos favorable desde el arbol y calcula

la probabilidad pedida.
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Relacional R1: Utiliza combinatoria, la regla de Laplace 0 5 18,52%
técnicas de conteo para determinar la
probabilidad.
R2: Utiliza la férmula Binomial pero, no 3 11,11%

identifica la distribucion, no define variable
aleatoria ni utiliza notacion de probabilidad.

Resultados del analisis del problema 11 (caso no equiprobable)

Los resultados por categoria de este problema se presentan en la Tabla 4 que incluye el
nivel jerarquico de la taxonomia SOLO vy las subcategorias que lo forman, asi como la
descripcion de la respuesta tipica escrita acerca de elementos de conocimiento encontrados.

Tabla 4. Jerarquia obtenida de la pregunta 11.

Niveles SOLO y

Subcategorfas Descripcion de respuestas tipicas

Preestructural

P1 Respuestas no relacionada con la situacion o con errores
conceptuales.

P2 Utiliza elementos de combinatoria pero de forma incorrecta.

Multiestructural

M1 Utiliza la regla de la multiplicacion, pero no considera las
combinaciones posibles.

Relacional

R1 Combinatoria, regla de Laplace, técnica de conteo.

R2 Formula binomial pero no identifica la distribucién, no

definicion de variable aleatoria

Se presentan en la Tabla 5 ejemplos de respuestas para cada uno de los niveles observados
en la Tabla 4.

Tabla 5. Ejemplos de respuestas para la pregunta 11.

Subcategorias  Respuesta Descripcion

P1 e i e s oo’ Respuesta no  relacionada
7 con la situacion.
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AL Uvs s somiene § ol aseks 5 3 oftras rojse. sapoogs gac w catmen )
ferss (on repussion. (Cadl o ls probebilidad de chacner Sos putras andes’

P2

Utiliza elementos de
combinatoria, exhibiendo un
conocimiento pertinente
pero de forma incorrecta.

11, Urs sma comtiene 5 osferms aoukes 3 5 ealorio mdas, supongs que w exiren )
eaferes con reposichda. [ Cull es ta probabel s de otvemer dom exforas assden?

M1

Aplica la regla del producto
considerando las
probabilidades de obtener 2
éxitos y 1 fracaso, pero no
toma en cuenta las posibles
combinaciones.

Llww mrws sommonse § bubs wvbn 1§ sk g e g s
: B B T P e PR

R1

Aplica la regla del producto
considerando las
probabilidades de obtener 2
éxitos 'y 1  fracaso.
Determina mediante
representaciones las
combinaciones posibles vy
multiplica este valor por el
resultado anterior.

wa"‘l-hwt“'.nam-ﬂb’

R2

2 “*S-ﬁ—uhglnhmwpuom—O

Utiliza la férmula binomial,
pero no se evidencia
definicion de la variable
aleatoria del problema, ni la

identificacion de los
parametros de la
distribucién, tampoco se
observa uso formal de

notacién de probabilidad.

A continuacion se presentan la tabla de frecuencias para
estudio para cada nivel descrito en la Tabla 4.

las respuestas observadas en el

Tabla 6. Frecuencia y porcentaje de respuestas por nivel de razonamiento

Profesores (n=27)

Frec. %
Preestructural P1: Respuestas incorrectas 3 11,11%
P2: Utiliza elementos de combinatoria, 6 22,22%
exhibiendo un conocimiento pertinente pero de
forma incorrecta
Multiestructural MZ1: Utiliza la regla de la multiplicacién, pero 6 22,22%

no considera las combinaciones posibles.

340



Propuestas para la ensefianza de la matematica

Relacional R1: Utiliza combinatoria, la regla de Laplace o 7 25,93%
técnicas de conteo para determinar la
probabilidad.
R2: Utiliza la férmula Binomial pero, no 5 18,52%

identifica la distribucién, no define variable
aleatoria ni utiliza notacion de probabilidad.

Conclusiones

El desempefio en la resolucion de problemas binomiales esta basado en una serie de
conceptos los cuales definieron las jerarquias mencionadas durante el analisis. La
definicién clasica de probabilidad, el uso de diagrama de arbol, la regla multiplicativa, la
formula de combinatoria y el conocimiento de la férmula binomial son elementos de
transicion entre niveles. Respecto al problema binomial equiprobable se observd que la
mayoria de los docentes (51,85%) recurre al diagrama de arbol para su solucion,
determinando del mismo la probabilidad pedida (no se observa asignacion de
probabilidades en el diagrama, ni uso de regla multiplicativa u otro concepto de célculo de
probabilidad), en cambio, en el problema binomial no equiprobable en ningun caso se
intentd solucionar el problema de esta forma, sino que, siempre se intentd encontrar la
solucién mediante métodos de conteo o combinatorial para determinarlo. Consecuencia de
esto es que no se observe el nivel multiestructural en el primer caso, ni el uniestructural en
el segundo. Finalmente, no se observa uso de lenguaje formal en la resolucion de los
problemas, no hay definicion de eventos ni notacién algebraica para los célculos, si bien se
usa la formula binomial ésta no se enuncia ni se define la variable aleatoria
correspondiente, menos se identifican los pardmetros de ésta.
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