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Resumen

El enorme progreso producido por la ciencia durante los Gltimos afios, se debe en gran
parte a la Matematica.

En particular, la rama de la Matematica conocida como Calculo Integral, constituye un
poderoso instrumento para resolver problemas provenientes de diversas ramas de la
ciencia.

Su origen data de mas de 2000 afios, cuando los griegos intentaban calcular areas de
regiones planas limitadas por curvas. Pero recibié su mayor impulso en el siglo XVII,
debido a los esfuerzos de Isaac Newton (1642 -1727) y de Gottfried Leibniz (1646-
1716). Luego continu6é en el siglo XIX, hasta que Agustin Cauchy (1789-1857) y
Bernhard Riemann (1826-1866) le dieron una base matematica firme.

Este trabajo desarrolla el concepto de integral de funciones de una variable mediante
los potentes pero sencillos recursos de simulacion que brinda el software Wolfram
Mathematica.

Se mostraran ejemplos de aplicacion provenientes de situaciones de la vida real que,
para su resolucion, conduciran al célculo de integrales. Luego se ilustrara como
efectuar las simulaciones de los mencionados ejemplos.

Este nuevo enfoque pedagdgico y metodoldgico ayudara al estudiante de cualquier
carrera vinculada con la Matematica y las Ingenierias, a comprender facilmente este
concepto, aprovechando los recursos que brindan las computadoras en nuestros dias.
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1. Antecedentes y metodologia

1.1 El problema del &rea de una region de borde curvo

El problema del calculo de &reas fue uno de los estimulos para el desarrollo del Célculo
Integral: ;como calcular el area de una region de borde curvo? Esta pregunta fue
formulada hace mas de 2000 afios por los griegos quienes, con este propdsito, idearon
un procedimiento al que llamaron “Método de Exhaucion”.

Las ideas generales de este método son muy simples y se pueden describir brevemente
como sigue: Dada una regién plana cuya area quiere determinarse, se inscribe en ella
una region poligonal que aproxime a la dada y cuya area sea facilmente calculable.
Luego se elige otra region poligonal que dé una mejor aproximacion y se continGa el
proceso tomando poligonos con mayor nimero de lados cada vez, tendiendo a llenar la

region dada.

Figura 1. El Método de Exhaucién aplicado a una region semicircular

Este método fue utilizado satisfactoriamente por Arquimedes (287- 212 a.C.) para hallar
formulas mas exactas de las areas del circulo y de otras figuras limitadas por un arco de

parabola.

1.2 Simulacion del Método de Exhaucion

La siguiente simulacion, disefiada mediante el software Wolgram Mathematica 8.0,
desarrolla el Método de Exhaucion para calcular areas de regiones planas limitadas por
gréficas de funciones de una variable. En ella se ingresan como datos la expresion de la
funcién, el intervalo en el cual se la graficara y el rango de los ejes de abscisas y de
ordenadas. El programa ilustra como las regiones poligonales se aproximan cada vez
mas a la figura cuya area se desea calcular. Ademas, calcula el area aproximada de la
figura mediante el calculo del area de dichas poligonales. La figura 2 muestra el
correspondiente codigo fuente y en la figura 3 se puede observar como, haciendo uso de

los controladores, la region poligonal se va asemejando a la figura en cuestion.
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Intoxprotation[{t 20, a=0, b=s0, rxmins= -3, rxmax = 3, rymin = -3, rymax = 3},

Panel [Grid[{{Style["Ingresze la expreszion de la funcion £ ", 6 Bold], SpanFromLeft},
{"f(x)=", InputField[Dynamic[£f]]}.
{Style["Ingrese &l intervalo [ a b ] donde e graficara f",6 Beld], SpanFromLeft},
{"a ", InputField[Dynamicfal]l}, {"b.", InputField[Dynamic([b]]},
{Style["Rango de loz ejesz", Bold], SpanFromLeft},
{"Rango minimo del Eje x:", InputField[Dynamic[rxmin]]} ,
x:", InputField[Dynamic[rxmax]]},
{"Rango minimo del Eje y:", InputField[Dynamic[rymin]]},
v:", InputField[Dynamic[zymax]]) }1],

{"Rango maximo del Eje

{"Rango mazimo del Eje 3
Hnnipuluto[

Grafica =Plot[f, {x, a, b}, AxesStyle = Arrowheads[0.05],
PlotStyle » {RGBColoxr[0.701961, 0, 0], Thickness[0.005]}];/

A:..-u[z (bz-:) [(z 1. fx= (uk—(bn;ﬂ-]}] 0(! 1. {x= ["—(L)n(b-_‘l)}))]]

Show [o:.nc- .

'r.bx-[cnpmo:[{ugorou[ax.okl . RGBColor [0.847059, 0.690186, 1], Opacity[0.5].

Polyqon[{{a4—(k'“ a=s 0}, {Ab__“:"l) a8 BN {x- [no———‘k el 55108 ]}}

{ao X {x-o (a+%]}} {ao#, 0}}]} Axoa-raho]. {x, 0, n-l}]‘

AxesStyle » Arrowheads [0.05] , PlotRange - {({rxmin, rxmax). {rymin,K rymax})}, 6K Axes -» Falce,

k{b=-a)

n

Aapoctﬂatso-ol/Z]. Panel [ Valor aproximado del area con al Metoda de Exhaucion b

{{n, 1, "Cantidad de rectangules"}, 1, 20, 1}, {Area), s.voboﬂntuona-o'r:uo] ]

Figura 2. Codigo fuente para el Método de Exhaucion.

Yalor aproximado del drea con el Método de Exhaucian

Cantidad de rectangulos ]

Area |25

Ingrese la expresion de la funcidn F
Fis= | 1+f |
Ingrese el intervalo [ a, b ]donde se graficara F
EH | -1 |
b [1 |
Rango de los ejes

Rango minima del Eje = | -1

Rango maximo del Eje x| 1

Rango minimo del Eje v: [0

Rango méximo del Ejgy: |2 -1n -0.3

Figura 3. Simulacién del Método de Exhaucién para la region limitada por la curva y = x2.
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1.3 La definicion de integral

Desde Arquimedes, el desarrollo del Método de Exhaucion tuvo que esperar 18 siglos,
hasta que el uso de simbolos y técnicas algebraicas se hizo preciso en los estudios
matematicos. El Algebra elemental que es actualmente familiar para la mayoria de los
alumnos de nivel terciario y universitario, era totalmente desconocida en tiempos de
Arquimedes, lo que tornaba imposible extender el método a cualquier clase de regiones.
Gradualmente, el Método de Exhaucion que empleaba areas de regiones poligonales,
fue reemplazado por el célculo de areas de regiones rectangulares, transformandose en
lo que hoy se conoce como Célculo Integral. Esta disciplina matematica recibi6 su
mayor impulso en el siglo XVIII, gracias a Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried
Leibniz (1646-1716). Su desarrollo continudé durante el siglo XIX, hasta que Agustin
Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-1866) le dieron el toque final, tal cual
se estudia en nuestros dias, con el nombre de “integral definida”. Su definicion es la

siguiente:

Definicidn de integral definida

Sea f: D < R — R una funcidn que tiene una cantidad numerable de discontinuidades
(pero no discontinuidades infinitas) en un intervalo [a, b]. Dividimos el intervalo [a,b]
en n subintervalos de igual ancho Ax = (b — a) / n. Denotamos con x; = a + i (b-a) /n,
parai=0, ..., n, a los puntos extremos de estos subintervalos. Entonces la integral
definida de f, desde a hasta b, es

1600 dx= lim  3-F(x;) Ax

n—ow =1

n
La suma > f(X;) Ax se llama Suma de Riemann. Si f es positiva, esta suma puede
i=1

interpretarse como una suma de areas de rectangulos de aproximacién, que es un caso

especial del Método de Exhaucion.

A 'y
Ax pd ‘
—
/— _—
>
a X, b

Figura 4. lzquierda: Si f(x) >0, la Suma de Riemann es la suma de las areas de los
rectangulos. Derecha: La integral definida es el area bajo la curva y= f(x), desde a hasta b.
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1.4 Simulacion del Calculo Integral

En la siguiente figura se muestra el codigo fuente que permite ingresar la expresion de
una funcion f y un determinado intervalo [a, b], para llevar a cabo la simulacion. En la
figura 6 se puede comprobar cémo, al ejecutar la simulacion, las sumas de Riemann se

b
aproximan a la integral [f(x) dx .
a

Intczpzotatlon[(! w0, awld, bu0, rxninw -3, rxmax w3, rymin e -3, rymax = 3},

Panel [Grid[{{Style["Ingress la expresion de la funcion £ ",6 Bold],6 SpanFromLeft},
{"f(x)=", InputField[Dynamic[£]]},
{Style["Ingrese el intervalo [ a , b ] donde se graficara f" Bold], SpanFromLeft},
{"a ", InputField{Dynamic[al]]l}, ("o ", InputField[Dynamic([b]]}.
{Style["Range de los #j=s", Bold), SpanFromLeft},
{"Rango minimo del Eje %", InputField[Dynamic[rxmin]]) ,
{"Rango maxinmo del Eje x ", InputField[Dynamic[rxmax]]),
{"Rango minimo del Ejs y ", InputField[Dynamic[rymin]])},
{"Rango maximoe del Eje v ", InputField[Dynamic[rymax]]} }1).
Manipulato[G:atica =Plot[f, {x, a, b}, AxesStyle = Arrowheads[0.05], AxesOrigin = {0, 0},

PlotStyle - {RGBColox [0.701961, 0, 0], Thickness[0.005])];

Suma-ulg[(b;‘) (t/. {x- (a-o#‘-.,]}))]

Show [Graticl .

Tablo[G:aphics[{qu-Fo:n[Black]. RGBColor [0.847059, 0.690196, 1], Opacity[0.5],

Rcctnnglc[{a +M 0}, {a+w. £/. {x-o ( = (b £ )}}] Axes - True,

n n

AxesOxigin - {0, 0)] , {k, 0, n= 1)] , AxesStyle - Arrowheads [0.05],

PlotRange = {{rxmin, rxmax}, {zymin, xrymax}},K6 Axes = True, AspectRatio =1 /2] ’

Panel ["Valor aproximado de la integral per Sumasz inferiorez de Rismann"],

{{n, 1, "Cantidad de rectangulos”}, 1, 200, 1}, {(Suma), SavoDoflnitionsnT:uo]]

Figura 5. Codigo fuente para el calculo y demostracion gréafica de la integral definida.

‘alor aproximado de la inkegral por Sumas inferiores de Riemann

Cantidad de rectinguloz —j

Suma | 17724

Ingrese la expresion de la funcion F

2
Fixi= = | A
Ingrese el intervalo [ a, b ]donde se graficara f Z 0.

al |—3 |
b [3 | o K

Rango de los ejes

]

Rango minimo del Eje x| -3

Rango méximo del Eje x| 3

Rango minimo del Ejey: |0

Rango méximo del Eje yi | 1

2
Figura 6. Simulacion de la integral definida para la funcion f(x) = e * en[-3, 3]
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2. Ejemplos de aplicacion de la integral

2.1 Célculo de volumenes de solidos de revolucion

El volumen de un objeto desempefia un rol importante en numerosos problemas de las
ciencias fisicas y de la ingenieria. En particular, los sélidos de revolucion son muy
utilizados para el disefio de ejes, embudos, pildoras, botellas y pistones. En la siguiente
figura se muestran los comandos que permiten generar un sélido de revolucion al girar,
alrededor del eje x, una region acotada por las rectas x = a, X = b y las graficas de dos
funciones continuas f y g con f(x)> g(x) >0. Asimismo, calcula el volumen de dicho

solido.
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Interpretation[{f =0, g=0, min=0, max =0, gxmins-3, sxmax =3, zynin= -3, rymax =3, rzmin= -3, rzmax s 3),
Panel |
Grid(
{{Styis[
“Solido de revolucion generado por lav graficas de £ ¥ g. con £ix)re gixn) entre = = a ¥y 2 » b",
Bold], SpanFronleft), {Style(“Ingrese la exprecion de la funcion £, Bold], Spanfromleft),
{"Ei(x) =", InputFleld[Dynanic[f]]}.
{Style["Ingrese la expresion de la funoion g", Bold], SpanfromLeft) .
{("gix) =", InputField([Dynanicg]]}, (Style["Fango de los ejes”, Bold] , SpanFromLeft),
"Ingrens «l valos de o ", InputField[Dynamicimin]l}
"Ingrese el valor de b ", InputPield([Dynamic{max])).

{

{

{"Pango minimo del Eje . ", InputFisld[Dynanic[zxmin]]}
{"Pango naximo del Eje " InputField[Dynamic[zxmax]]}.
{"Bango minimo del Eje ", Inputfield[Dynamic(rynin]]),
{"Pango maxinoe del Eje v ", InputFiesld[Dynanic[zymnax]]),
{"Pango minimo del Eje ", InputField[Dynamic[zzmin]]}.
{"Bango maximo del Eje z " Inputfield([Dynamic(rzmax})]) }1).

Manipulate[Volumen = Integrate[» (£°2-g*2). {x, nin, max}];

Show[Tabla [ParametricPlot3D[{f Sin[tita], K =, £ Cosftital}, {x. min, max}.
PlotStyle - {RGBColox ([0, 0.501961, 1]1}]. {tita, 0, k, 0.05}).
Table [ParamnetricPlot3D[{g Sin[tita)]l . x, g Cos[tital), {x, min, max),

PlotStyle « {RGBColox [0 .666667, 0, 0]})}). {tita, 0, k, 0.05}), Boxed = False, Axes = True,
AxesOxrigin - {0, 0, 0}, AxesLabel = {"x", "y",6 None}, ViewPoint - (Pi,6 Pi /2,6 2},
PlotRange » {({rxmin,6 rxmax),K (rymin, rymax),6 {(rzmin, rzmax})],
{{k. 0, "Initcio"), 0, 2.5Pi, ControlType » Trigger),

Panel ["Ei volumen del sélido de revolucion alrededor del eje x es5:"], {Volumen} ]

Figura 7. Codigo fuente para generar un solido de revolucion alrededor del eje x y su
correspondiente calculo de volumen.

2.2 Ejemplo

Un copdn ornamental se disefia al hacer girar la grafica de la funcion f(x) = x + sen(a x)
para 0< x < 2 &, alrededor del eje x. En este caso, x y f(x) se miden en cm.

a) Mostrar los diferentes disefios del copdn, para valoresde a € [1, 5]

b) (Cuadl es el valor de “a” que maximiza el volumen del copén?

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 6421
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Solucién

a) En la siguiente figura se ilustra los diferentes disefios del copdn, al ejecutar la

simulacién:
s (RIIE) tneee (] (0] (i) wedo [ i(al{n)
‘. g ) ﬂ‘l
o - -
3 EaEEs 154 206 BE & 3 R ERE
1) vohumen del 55430 de revolucion sradador dal e x e B volumen del <0bdo de revobuciin alrededor del o)e « es £l volumen del <680 de revoluckin skrededor del eje x o351

Vo x[-3xe Yoharen 253553 Vekmen | 2 [-1487)

'

Figura 8. Simulacion del copon con diferentes valores de “a”. Izquierda: a = 1.
Centro: a=1.54. Derecha: a = 3.

b) El volumen del copon, por tratarse de un sélido de revolucion obtenido al girar la

gréfica de f alrededor del eje X, es

2n 2n 2 2 _
n.[(f(x))z dx:nj (x+sen(ax))2 dX = 2a°m (3+8n°)+12sen (2an) 32acos(2an)+(8n+sen(2an))
6a
0 0

Para hallar el maximo de la funcion volumen, la graficaremos en el intervalo [1, 5] ya

que no es posible determinar analiticamente sus puntos criticos:

AW

50 0100
AV

1 15 2 25 3 35 4 45 0200 -

Figura 9. Gréfica del volumen (izquierda) y de su derivada (derecha) en el intervalo [1,5]

Se observa que para a = 1.46 se alcanza el volumen méaximo del copdn, el cual es de
296.81 cm®,

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 6422
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2.3 Célculo del centro de masa de una lamina plana de densidad constante
Sean f y g son funciones continuas con f(x) >g(x)>0 en [a, b], y consideremos la lamina

plana de densidad uniforme p limitada por las gréaficas y = f(x), y = g(x), x=a, X = b.

Lo , M M
Entonces, el centro de masa (Xo, Yo) de la lamina est& dado por xo = — , yo = —* con
m m

b b
MX = p j{w} [f6)-g0] dx . My = p [x [f(x) - g()] dx .
a a
b

Donde m= p j[f(x) -g(x)] dx es la masa de la lamina.
a
La siguiente simulacién permite ingresar las expresiones de f, g, a, b a fin de dibujar la

lamina plana y mostrar el centro de masa. En este caso, se calculé en centro de masa de

la region acotada por las graficas de y=6- x>, y=3-2x, x=-1, x = 3:

Centro de masa de una limina
Ingrese la expresion de la funcion F

e 6-x° B }
Ingrese la expresion de la funcidn g o Saraciac el contro de s (2, ) I

9(x)= 3-2x T -f
Rango de los ejes B

Ingrese el valor de a: -1

Ingrese el valor de b 3
Ingrese la densidad de la ldmina: 1 - e
Rango minimo del Eje x: -3
Rango méaximo del Eje 3
Rango minimo del Eje y: —4
Rango maximo del Eje y: 7

Figura 10. Simulacion del centro de masa de una lamina plana de densidad constante.

3. Conclusiones

Las posibilidades de simulacion que brinda el software Wolfram Mathematica, ademas
de la potencia y simplicidad de su manejo, lo convierten en una poderosa herramienta
que producird un marcado interes en el estudio de temas relacionados con Matematica,
Fisica e Ingenieria. Gracias a ello, se puede visualizar mejor el fenémeno que se estudia
y elaborar conclusiones de una manera mas sencilla y rapida, como asi también
comprender mejor los conceptos matematicos. Cabe destacar que esta metodologia de
ensefianza se viene implementando en las catedras de Analisis Matemético con

resultados altamente favorables.
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