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Resumo

O objetivo desta oficina é apresentar um desafio simples cuja resolucdo completa
requer uma analise geométrica e uma analise aritmética do problema. Pretendemos
evidenciar a necessidade de se relacionar as diversas &reas da matematica na
resolucdo de um dado problema, para uma formacdo mais completa dos alunos. A
oficina estd baseada numa sequéncia didatica desenvolvida com base na metodologia
de resolucdo de problemas, no ambito do programa de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia
- PIBID/CAPES, do Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia. O
problema motivador que deu origem a esta sequéncia € o de formar um quadrado
magico 4x4 com 8 pedras de domind. De aparéncia simples, este problema se apresenta
como desafiador e instigante e sua resolucdo permite o desenvolvimento de habilidades
tais como: identificacdo de dados relevantes; classificacdo; eliminacdo; sintese.
Durante o desenvolvimento das atividades, o aluno passara pelas quatro fases da
resolucdo de um problema descritas por Polya (1978): Compreensdo do problema;
Elaboracdo de um plano; Execucdo do plano; Retrospecto da resolucdo. Os conteddos
especificos abordados na sequéncia e na oficina sdo: simetrias do quadrado;
recobrimento do plano (figura limitada); decomposicdo de um ndmero inteiro;
contagem.

1- Introducéo
Neste artigo, apresentamos o0s resultados de uma pesquisa desenvolvida durante o0s

meses de maio e junho de 2013, em uma escola publica do Distrito Federal, cuja tese é
evidenciar a necessidade de se relacionar as diversas areas da matematica na resolugédo
de um dado problema, para uma formacdo mais completa dos alunos, além dos

beneficios do uso da metodologia de resolucdo de problemas no ensino da matematica.

A nossa motivacdo basica esta no fato do modelo tradicional n&o estimular o processo

criativo, ndo possibilitar o desenvolvimento do raciocinio 16gico e nem da capacidade

1 Os autores sdo bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia - CAPES
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critica dos alunos. Na maioria das vezes, os alunos sdo apenas treinados para a
resolucdo de exercicios e ndo costumam resolver problemas significativos.

Hé& vérios anos a metodologia de resolucdo de problemas tem sido apontada como uma
alternativa desejavel a metodologia tradicional, por propiciar o desenvolvimento da
acao reflexiva e critica dos alunos (Crato, 2006). Ademais, os PCN's a apresentam como

uma importante técnica de ensino para a matematica:
A resolucdo de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores matematicos,
possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informagdes que estdo ao seu alcance. Assim, os alunos terdo oportunidade
de ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos matematicos bem
como de ampliar a visdo que tém dos problemas, da Matemética e do mundo em geral e
desenvolver sua autoconfianga. (Schoenfeld, 1985 como citado em PCN 1998)
O problema que gerou a sequéncia didatica (chamada de caderno) utilizada nessa
pesquisa ndo tem aplicacdo pratica, mas € desafiador, instigante e faz com que o aluno
desenvolva suas capacidades de: raciocinio; pensamento critico; selecdo de dados
relevantes para a resolucdo; criatividade; expressdo oral e escrita da sua forma de
pensar. A sua resolucdo decorre da integracdo de uma abordagem aritmética e de uma
abordagem geométrica, enriquecendo o processo de construcdo do conhecimento por

parte dos alunos.

Este problema foi analisado e resolvido em nivel de terceiro grau e, com base no
modelo criado para a sua resolucdo, elaboramos as atividades que compdem o caderno
de forma a permitir que o aluno, ao resolvé-lo, seja o protagonista da construcéo do seu

préprio conhecimento.

Apos estabelecer o referencial tedrico deste trabalho, apresentamos a sequéncia didatica,
a sua estrutura e os objetivos de cada uma das se¢fes. Em seguida, analisamos com base

na experiéncia vivenciada durante a aplicagdo, as respostas dos alunos.

2- Referencial tedrico:

Para Piaget (como citado em Crato, 2006, p. 183), defensor da metodologia de
resolucéo de problemas, o aluno deve construir seu préprio conhecimento por meio da
interacdo com 0s objetos a serem conhecidos e o papel do professor consiste em guiar o
aluno neste processo.

Polya (1978) afirma que a resolucéo de um problema deve perpassar basicamente quatro

fases: Compreensdo do problema; Elaboragdo de um plano; Execugdo do plano;
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Retrospecto de toda a resolugdo. O professor, ao trabalhar com tal metodologia, deve
orientar o aluno de forma que o mesmo chegue a resolucdo passando por cada uma
destas etapas. Para isso, Polya sugere perguntas que o professor deve fazer aos alunos:
se conhecem alguma situacdo parecida com a apresentada; quais sdo os dados
importantes; se da para resolver o problema numa forma simplificada. Ao responderem

essas perguntas, os alunos sdo levados a elaboracdo de um plano de resolucéo.

Polya (1978, p. 6) ressalta ainda que “As boas idéias sdo baseadas na experiéncia
passada e em conhecimentos previamente adquiridos.” e, para ele, essas boas ideias sdo
necessarias para a elaboracdo de um plano. Portanto, os conhecimentos previamente
adquiridos devem ser levados em conta durante o processo de ensino-aprendizagem e
esse fato é reforcado pela teoria de ensino-aprendizagem de Vygostky (1978 como
citado em Fino, 2001, p. 281). Essa teoria usa o0 conceito de Zona de Desenvolvimento
Proximal (ZDP) para denominar o conjunto dos conhecimentos que tém potencial para
serem desenvolvidos com o auxilio de uma mediacdo e com o conjunto dos
conhecimentos ja internalizados, ja aprendidos, chamado por \WWgotsky de Zona de

Desenvolvimento Real (ZDR).

3- Asequéncia didatica:

A metodologia de resolucdo de problemas norteia a sequéncia didatica que esta na base
desta oficina. O problema motivador, em torno do qual a sequéncia é desenvolvida, é o
de formar um quadrado quase magico 4 x 4 com as seguintes pedras de domind: (1,1),
1,2, (@13, (1.4, (2,3, (24), (3,4, (3,5). Este problema foi retirado de
(http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/EnsMed/expensmat_iicap4.pdf).

Escolhemos este problema porgue, além dele ser um problema estimulante que envolve
a utilizacdo de um jogo muito popular no Brasil, que é o domind, ele permite ao aluno
abordar conceitos que estdo inseridos em diferentes areas da matematica. De fato, sua
resolucdo traz a vantagem de integrar duas areas fundamentais da matematica, a
aritmética e a geometria, fazendo com que o aluno possa estabelecer conexdes entre
conceitos matematicos e reconhecer a necessidade de abordagens distintas para a
resolucdo completa de um problema. De acordo com Polya, este Ultimo aspecto
decorreria da fase de retrospecto da resolucao.

As atividades propostas correspondem as etapas da resolucdo do desafio. Entretanto,

ressaltamos que o objetivo ndo é mostrar ao aluno o que deve ser feito para resolver o
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problema e sim conduzi-lo para que, a partir das atividades, deduza, confirme e
compreenda os passos que devem ser percorridos no plano de resolugdo do problema

em quest&o.

A sequéncia didatica estd dividida em duas secOes: Andlise aritmética e Analise
geométrica. A analise aritmética esta divida em cinco atividades. A primeira delas tem o
objetivo de conduzir o aluno na analise dos dados relevantes do problema e a
determinacéo das primeiras matrizes 4 x 4 que tenham a soma 10 em todas as linhas.
Para isso, ele precisa usar o conceito de decomposic¢do de um ndmero inteiro e é levado
a utilizar estratégias de eliminacdo de possibilidades que ndo se adéquam ao que €

fornecido pelo problema, exercitando seu pensamento critico.

As duas atividades subsequentes levam o aluno a analisar dois conjuntos de linhas que
tém soma 10 e verificar se esses conjuntos tém a possibilidade de levar ou ndo a solugédo
do desafio. Para tal, o aluno deve trabalhar com o conceito de contagem. Ele € levado a
perceber que o primeiro conjunto ndo determina solucdo alguma e que, para o segundo
conjunto, ndo é possivel confirmar e existéncia de solugcdo. Com isso, 0 aluno deve
concluir que é necessario continuar analisando o problema.

Na quarta atividade, de posse de um arranjo que satisfaca as condi¢cdes do desafio
quanto a soma nas linhas, colunas e diagonais, 0 aluno deve determinar e analisar as
transformacdes do quadrado que modificam a soma nas diagonais, mas ndo modificam a
soma nas linhas e colunas, assim como as transformacdes que deixam o quadrado

invariante.

Na ultima atividade desta se¢do, o aluno precisa reconhecer, dentre as atividades
anteriores, as questdes que representam passos essenciais para a resolucdo do problema
e descrevé-las em forma de algoritmo.

A analise geométrica estd dividida em quatro atividades. Na primeira delas, o aluno
deve tentar, com as pedras de dominds dadas no desafio, montar um quadrado quase
magico com um arranjo dado. Frente a impossibilidade de resolucdo, ele é levado a
perceber que somente a analise feita anteriormente ndo é suficiente para completar o
desafio e, assim, ele inicia a abordagem geométrica do problema. E solicitado, na
segunda atividade, que ele encontre todas as formas de se montar um quadrado com oito

pedras de domind, que denominamos configuragdes. Para isso, 0 aluno precisa organizar
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seu raciocinio de modo a criar um padrdo para a elaboracdo dessas configuracdes e que
permita saber quando tiver esgotado todas as possibilidades.

Na terceira atividade, solicita-se inicialmente que o aluno determine as imagens de uma
dada configuracdo sob as transformacbes que deixam o quadrado invariante,
generalizando um resultado obtido numa atividade anterior. Em seguida, solicita-se que
0 aluno determine um critério que permita separar essas configuracdes em classes. O
aluno é levado a concluir que um critério seria a relacao, que se estabelece por meio de
uma transformacdo, existente entre duas configuracdes. Isso ocorre ap6s o aluno
perceber que as classes formadas através das transformacdes sdo disjuntas. Contudo, o
conceito de classes de equivaléncia ndo é formalmente abordado.

Na quarta atividade o aluno é levado a determinar as configuracGes que permitem
montar o quadrado magico com as pedras de domind dadas. Por fim, solicita-se que o

aluno incremente o algoritmo esbogado na primeira secéo.

4- Aplicacao e resultados
A sequéncia didatica foi aplicada no colégio Centro de Ensino Médio Asa Norte

(CEAN), participante do PIBID/CAPES, a uma turma de dez alunos do Gltimo ano do
ensino médio, em aulas semanais realizadas no turno contrério. Os alunos demoraram
em média oito aulas com duracdo de duas horas cada para resolver toda a sequéncia
didatica. Desses dez alunos, apenas cinco eram fixos e os desistentes eram substituidos.
Assim, durante toda a aplicacdo da sequéncia didatica tinhamos alunos em atividades

distintas.

Apés cada aula, elaboravamos um relatorio a respeito do desenvolvimento geral dos
alunos, assim como as peculiaridades de cada um. Com base nesses relatorios e no
acompanhamento das aulas, constatamos que alguns enunciados estavam confusos ou
permitiam respostas ndo esperadas. Foram efetuadas algumas correcdes e o caderno
corrigido foi aplicado aos alunos que estavam iniciando.

Como os alunos, em geral, apresentaram as mesmas dificuldades na realizacdo das
atividades, resolvemos classificar os dados por dificuldade apresentada e fatos notdrios
COMO Segue:

-Falta de estratégia de organizacdo: Isso ficou evidente em varias atividades,
principalmente na primeira questdo, em que se pedia que fossem encontradas todas as

possibilidades de decomposi¢cdo do numero 10 em somas de quatro algarismos. A
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maioria dos alunos registrava as decomposicdes aleatoriamente e, por conta disso, ndo
conseguiam encontrar todas as decomposic¢des além de repetir algumas delas.

- Dificuldade de interpretacdo dos enunciados: Os alunos apresentaram dificuldades na
leitura e compreensdo dos enunciados por ndo conseguirem associar 0 objetivo da
pergunta ao desafio inicial. Essa dificuldade péde ser observada em uma das primeiras
questBes do caderno, que solicitava que selecionassem as decomposi¢des do numero 10
em somas de quatro algarismos. A ideia era apenas verificar quais dos algarismos
apareciam nas pedras de dominos.

- Conclusdes precipitadas baseadas em apenas um caso: Em determinadas atividades, os
alunos deveriam testar todas as possibilidades de se formar a soma 10 na coluna
correspondente a um numero fixado, para chegarem a conclusdao de que aquela familia
ndo trazia solucdo. Enquanto alguns alunos concluiram que nao havia solugdo, mesmo
sem terem encontrado todas as possibilidades, outros ndo entenderam a relacéo entre a
impossibilidade de se formar a soma desejada e o fato de ndo haver solucéo. Este fato
foi também evidenciado quando foi solicitado que concluissem se, a partir da
possibilidade de se formar a soma 10 nas diagonais do quadrado, determinadas familias
levavam a solugédo. A preguica e o cansaco gerado pela falta de costume de analisar um
problema dessa forma, também levavam os alunos a concluir precipitadamente.

- Falta de vocabulario na lingua materna: A falta de vocabuléario dos alunos na lingua
materna assim como a falta de costume de efetuar a analise semantica ou etimoldgica
das palavras desconhecidas, criou dificuldades quanto a alguns conceitos envolvidos.
Palavras tais como transformagdes, invariantes e permutagdes implicaram em barreiras
que so foram vencidas com mediacdo. Observamos essas dificuldades tanto nos itens
que pediam para os alunos analisarem o que acontecia a soma das linhas do quadrado
guase magico, ao se permutar duas de suas colunas, quanto nas questdes que se referiam
as transformacdes que deixam o quadrado invariante. Ressaltamos que esses conceitos
(transformacdo e simetrias) ndo foram tratados como prerrequisitos, mas foram
explicados pela mediadora quando surgiu a necessidade.

- Resposta mecanica, sem raciocinio: Observamos que o0s alunos respondiam
mecanicamente as perguntas sem refletir a respeito dos enunciados. Isso ficou claro nas
duas questdes que pediam para fixar um ndmero de uma das linhas de determinada
familia e dizer quais eram as somas de todas as possiveis colunas formadas a partir
desse nimero. Com um minimo de reflexdo, seria possivel ver que a escolha de

determinados nimeros gera menos possibilidades.
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- Percepcdo do conceito de classe de equivaléncia: Apenas um aluno conseguiu realizar
a atividade que solicitava a separacdo das configuracdes em classes de equivaléncia. A
mediacdo foi necessaria para que o critério de separagdo que ele havia escolhido fosse
corrigido, deixando claro o conceito.

-Retrospecto da resolucédo: A atividade em que os alunos deveriam redigir um algoritmo
para a resolugdo aritmética, com base nas atividades anteriores, deixou claro que, no
geral, os alunos ndo conseguiram identificar as questdes essenciais e separa-las das

questdes de aplicacdo ou fixacao.

- Cooperacdo com demais alunos: Como sempre tinhamos alunos em questdes
diferentes, os alunos que j& haviam resolvido determinadas questBes ajudavam seus
colegas com duvidas. Nessa atitude de cooperacdo, os alunos explicavam com

paciéncia, se esforcavam, criavam exemplos e incentivavam os colegas.

5- Discusséo

Os dados indicam a falta de costume dos alunos de desenvolver um raciocinio em vérias
etapas e deixam claro o comportamento mecénico diante das atividades. Isso se deve a
metodologia tradicional utilizada no ensino basico, que treina os alunos a produzir as
respostas esperadas apenas. A pesquisadora teve a oportunidade de desenvolver
sequéncias didaticas com alunos do ensino fundamental e verificou que esses alunos
tinham mais facilidade em iniciar um pensamento reflexivo do que os alunos mais
velhos. Portanto, podemos, de certo modo, confirmar o impacto negativo da utilizacéo
dessa metodologia tradicional no comportamento dos alunos ao longo dos anos.

A falta de familiaridade com a lingua materna e a dificuldade de interpretacdo séo
fatores que limitam e atrasam o desenvolvimento do raciocinio dos alunos do ensino
basico. O hébito da leitura e da redagdo completa de respostas deve ser incentivado e
cultivado nas aulas de matematica, pois facilita a formalizagdo do raciocinio.

A falta de costume de enfrentar desafios e de lidar com situagfes que exigem mais
reflexdo e persisténcia durante as aulas de matematica, levou a desmotivagéo dos alunos

durante a aplicacdo do caderno.

Com relacéo as duas abordagens do caderno, constatamos que os alunos desenvolveram
mais facilmente a anélise geométrica do problema. Ao que nos parece, a contribuicdo do

material concreto (dominds e kit) foi fundamental.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 764



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
e 00 Wi

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

6- Conclusoes

Com base no que observamos, podemos concluir que a metodologia tradicional
utilizada no ensino basico ndo explora todo o potencial dos alunos e limita muito a sua
forma de raciocinar. Assim, mais uma vez, fica claro que esta metodologia nédo é

adequada aos objetivos do ensino da matematica.

Constatamos que a utilizacdo da metodologia de resolucdo de problemas ndo so
contribui para o desenvolvimento do raciocinio dos alunos, mas também permite
desenvolver a criatividade, a argumentacdo e a autoconfianca, que sdo aspectos
essenciais a sua formacdo. Verificamos a importancia de o aluno passar por todas as
fases da resolugéo de um problema mencionadas por Polya, visto que elas permitem
explorar a capacidade critica e a capacidade de sintese dos alunos, fazendo com que os
conteddos necessarios a resolucdo do problema aparecam de forma natural como
necessidades do proprio aluno. Torna-se, portanto, desnecessario separar
arbitrariamente, num primeiro momento, os conte(ldos necessarios e prender-se a uma
sequéncia interminavel de prerrequisitos que sé restringe a atuacdo do professor,
desmotiva o aluno e esconde dele o panorama global em que se inserem. A experiéncia
aqui apresentada, ainda que restrita, comprova claramente o quanto é urgente mudarmos
de atitude perante o ensino de matematica para resgatar 0s seus objetivos relativos a

formag&o dos nossos jovens.
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Anexo — Sequéncia Didatica: Quadrados quase magicos

Pouco se sabe sobre a origem dos quadrados-magicos, entretanto alguns estudiosos
afirmam que sua origem se deu hd 3000 anos, na China. Quadrados-magicos sdo
arranjos quadrados nos quais a soma das casas nas linhas, nas colunas e nas diagonais é
uma constante e em que 0s nUmeros sao inteiros consecutivos comecando do nimero 1.
Esses arranjos receberam o nome de quadrados-magicos, pois acreditava-se que tinham
poderes e eram utilizados como uma espécie de amuleto.Mas, ha uma variacdo de
quadrado-magico que ndo possui nimeros consecutivos, mas mantém a condicdo da
soma nas linhas, colunas e diagonais ser uma constante. Esses quadrados foram
denominados por Malba Tahan de quadrados quase magicos. Iniciaremos agora, a

construcdo de alguns quadrados quase magicos.

1- Desafio

Considere as seguintes pedras de dominos:

SR FH B P R
ST

Usando todas essas pedras, tente formar um quadrado quase magico, de modo que as
somas ao longo das linhas, das colunas e ao longo das duas diagonais sejam todas iguais
a 10.

2- Analise Aritmética
2.1- Atividade

1- Quais sdo as possiveis decomposicdes do numero 10 em soma de quatro
algarismos?

2- Dentre essas decomposicdes, quais podem ser efetuadas com o0s nameros das
pedras dadas no desafio?

3- Escolha uma determinada decomposicdo do item anterior e use-a para completar
a primeira linha do quadrado quase magico. Podemos usar qualquer outra

decomposicdo o para completar as linhas restantes? Justifique sua resposta.
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4- Com base na justificativa fornecida no item anterior, determine os conjuntos de
quatro decomposicdes, dadas no item 2, que podem levar a um quadrado quase
magico montado com as pedras dadas no desafio.

5- Com essas matrizes de somas encontradas no item anterior, pode-se dizer que o

problema foi solucionado? Justifique.

2.2- Atividade: Considere a familia representada pelas linhas {[1,1,3,5],
[4,1,4,1], [3,3,3,1], [2,2,4,2]}.
1- Fixe uma dessas linhas e escolha um dos nimeros da linha fixada. Quais sdo as
somas possiveis na coluna que contém esse nimero?
2- Existe algum numero da linha fixada no item anterior tal que nenhuma das
possiveis colunas formadas com esse numero some 10? Caso ndo haja, sera que
0 mesmo ocorre com o0s demais nimeros dados?
3- O que se conclui a respeito do quadrado quase méagico formado com as linhas

dessa familia?

2.3- Atividade: Considere a familia representada pelas linhas {[1,3,3,3],
[1,1,4,4], [1,2,3,4], [1,2,2,5]}.
1- Quais sdo as somas das possiveis colunas formadas com o nimero 5? O que se
pode concluir?

2- Com essas linhas, existe algum arranjo tal que todas as colunas somem 10?
3-  \Vocé consegue usar o arranjo do item anterior de tal forma que, sem alterar as
somas nas linhas e colunas, uma diagonal some 10? O que ocorre com a soma das
casas da outra diagonal?
4- Do que foi feito anteriormente, é possivel concluir que ndo existe solucdo neste

caso? E possivel concluir que exista solugio? Justifique.

2.4-  Atividade: Considere o seguinte arranjo de linhas e colunas:

| zaf ba] =
b| baf e e
= | ]| =

- o

1- Ele forma um quadrado quase magico?
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2- O que ocorre com as somas nas colunas do quadrado, se permutarmos duas
linhas?

3- O que ocorre com as somas nas linhas do quadrado, se permutarmos duas
colunas?

4- Quais sdo as transformacBes que deixam as somas nas linhas e colunas
invariantes?

5- O que ocorre com as somas nas diagonais quando se aplica uma destas
transformacdes?

6- Quais sdo as transformacgdes que ndo alteram as somas nas linhas, colunas e
diagonais de um dado quadrado quase magico? O conjunto de todas essas

transformacdes sera chamado de Tq.

2.5- Atividade

1- De acordo com o que vimos até agora, descreva passo a passo (algoritmo) o que
deve ser feito para conseguir obter quadrados quase magicos 4 x 4 com nimeros

dados.
3- Analise geométrica

3.1- Atividade

1- Com as pedras:

L J ® L ® o L ‘ L J ‘
® ‘ ° ‘ ® [
e oo o0 o o e o |l o ‘ °
o/ o o . l ‘ ‘
® L ] ® ® L] o
L ] @ [ ] [ ]
Tente montar o quadrado quase magico:
5111431
L2134
L3324
4121

O que vocé observa?

3.2- Atividade
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1- De acordo com o que foi observado anteriormente, o que deve ser levado em
conta para resolver o problema de montar um quadrado quase magico com as
pedras de dominos?

2- Quais sdo as disposicbes possiveis de pedras (configuracdes) para formar um

quadrado com as oito pedras do domind? Chamaremos o conjunto dessas

configuraces de Cq

3.3- Atividade

1- Se aplicarmos uma das transformacdes do conjunto Tq (ver Atividade 2.4) a um
dado quadrado quase maégico, o resultado ainda é um quadrado quase magico?
2- O que ocorre com um elemento de Cq quando aplicamos a ele uma

transformacéo de Tq?

3.4- Atividade

1- Considere o quadrado quase magico:

[l B ]

| ==
Bl
b S| ba| 3

Determine as varias representacdes deste quadrado com as pedras dadas no desafio.

2- Considere o quadrado quase magico:

bt ) I Sl Pl I S}
b e | =] 23

ma| am

Quais sdo as configuracGes possiveis para este quadrado quase magico? Como se
relacionam as suas configuracdes? O que vocé observa em relacdo ao quadrado quase

magico?

3- O que deve ser acrescentado ao algoritmo da atividade 2.5 para resolver o

problema do quadrado quase magico com as pedras de dominds dadas?
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