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Resumen

Al tomar como eje central el interés por analizar los procesos cognitivos desarrollados
en los estudiantes al momento de abordar los temas de funciones e inecuaciones, se
planted una investigacion cuasi-experimental que mas alla del proceso exploratorio
descriptivo, profundizé en la relacion entre el uso de los registros gréafico y algebraico
y el éxito alcanzado al estudiar los temas mencionados, especificamente en el contexto
universitario dado en el Primer Semestre de Ingenieria de la UNET. Una vez
determinados los modos de apropiacion de los conceptos matematicos basicos
vinculados a los referidos temas, asi como las dificultades y errores asociados a las
tareas inherentes al desarrollo de dichos topicos, se ofrece un aporte didactico
consistente en un compendio de estrategias alternativas que tienen como propdsito
conllevar a una aprehension eficiente de tales conceptos, para concretar en los
estudiantes una sélida matriz conceptual que correlacione los topicos basicos y le sirva
de sustento para el abordaje de situaciones de mayor complejidad cognitiva en su
devenir académico. Las estrategias propuestas se sustentan en la postura de Duval,
segun la cual los conceptos se construyen mediante tareas que impliquen el uso de
diferentes sistemas de representacion y promuevan la articulacion coherente entre
dichas representaciones.

Introduccion

En el &mbito educativo son multiples los aspectos que se constituyen en objetos de
investigacion y que concentran la atencion de quienes a partir de sus dpticas particulares
intentan ofrecer respuestas y alternativas a los diversos problemas que surgen en este
contexto. Uno de esos aspectos significativos es el hecho de buscar alternativas
didacticas y metodoldgicas que conlleven a alcanzar una aprehension eficiente de los
constructos basicos asociados a los temas de Inecuaciones y Funciones, pues aunque
ambos topicos se presentan sencillos y de facil entendimiento, algunas investigaciones

han mostrado que su estudio conlleva a dificultades en su entendimiento.

Para reconocer el eje motivador de la investigacion es preciso tomar en consideracion
que, en el marco de las exigencias impuestas a quienes ejercen el rol docente, surge en

los dltimos tiempos un interés creciente por valorar el uso de las nociones semioticas en
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el estudio de los procesos de ensefianza y aprendizaje de los diferentes temas asociados
al &rea de la Matemaética. Este interés emerge como consecuencia natural del papel
preponderante que desempefian los medios de expresion en los procesos de

pensamiento.

Ahora bien, dada la naturaleza y tipo de los objetos cuyos significados se ponen en
juego en el quehacer didactico vinculado a la Matematica, surgen nuevas expectativas,
pues, como bien lo expresa Pimm (1995, citado por Godino, 2002), lo que entendemos
por comprension y significado estd lejos de ser obvio, a pesar de ser dos términos

centrales en toda discusion sobre el aprendizaje y la ensefianza de la Matematica.

Por otra parte, como bien lo expresan Campos y Balderas (2000) el propdsito de la
ensefianza de las matematicas es ofrecer condiciones para que los estudiantes entiendan
que los problemas se deben abordan desde una concepcién flexible y que su solucién
requiere formas representacionales equivalentes y manipulaciones simbolicas
particulares. Esto exige al docente buscar caminos para presentar y facilitar el uso de
cada concepto matematico en varios sistemas representacionales, posibilitando la
transicion entre ellos, de manera fluida, con elementos argumentativos sélidos que

puedan constituirse a futuro en mecanismos de verificacion de resultados.

Ratificando la postura de los autores mencionados expone Duval (2006) que es esencial
la utilizacion de varios sistemas de representacion y expresion, ya que estos permiten
enunciar un objeto, distinguiéndolo de sus diferentes modos de representacion. De igual
manera enfatiza la valoracion de las representaciones mentales desarrolladas, pues estas
permiten una mirada del objeto en ausencia del significante perceptible. Igualmente
sefiala que en el contexto de la educacion matematica el progreso de los conocimientos
se acomparia siempre de la creacion y del desarrollo de sistemas semioticos nuevos y
especificos que coexisten con el de la lengua natural. Sin duda, la utilizacién de distintas
representaciones y su progresiva articulacion enriquecen el significado, el conocimiento
y la comprension del objeto, pero también su complejidad. Pues, como bien lo expresa
D’Amore (2006), dada la pluralidad de modos de representacion y expresion el objeto
matematico se presenta, en cierto sentido, como Unico, pero en otro sentido como

multiple.

Si bien es cierto que en algunos temas, como funciones e inecuaciones, es factible hacer
uso de una variedad representacional, también lo es que en esta riqueza representacional

es posible encontrar ain debilidades, pues, segin lo sefialan Penalva y Torregrosa
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(2001), los alumnos suelen confundir los objetos matematicos con sus representaciones,
siendo entonces una de las tareas a emprender la busqueda de caminos que eliminen esa
vision difusa de la frontera entre objeto y representacion, pues se sabe que toda
confusion implica una pérdida de comprension. Resaltan los autores indicados que si los
conceptos matematicos fueran directamente accesibles a través de experiencias
realizadas con los objetos fisicos, el riesgo de confusion seria despreciable. Sin
embargo, en la practica esto no es lo que ocurre pues Unicamente son accesibles de
modo directo las representaciones semioticas. Esas debilidades generan la imposibilidad
de efectuar adecuadas conversiones entre los diferentes modos de representacion, como

bien lo sefiala Duval (2006), en particular en los inicios de los cursos universitarios.

Tal situacion es observada con frecuencia, de acuerdo a los Informes Académicos
emitidos por la Coordinacion de Matematica | de la UNET, en los alumnos cursantes de
esta asignatura. Conllevando a una fragil comprensién de los contenidos basicos que le
pudieran garantizar su exito académico futuro. De manera que surge el interés por
indagar sobre los modos de apropiacion de los conceptos matematicos basicos asociados
al tema de Inecuaciones en los estudiantes de nivel universitario, especificamente en las
Carreras de Ingenieria de la UNET, con el propdsito de plantear estrategias alternativas
que conlleven a una aprehension eficiente de los mismos, que le permita a los
estudiantes concretar una matriz conceptual que correlacione los tépicos basicos y le

sirva de sustento para abordar nuevos temas en su devenir académico.

En lo que concierne a los aspectos metodoldgicos, la investigacion se abordd desde un
enfoque mixto, aprovechando las fortalezas ofrecidas por la metodologia cuantitativa y
las bondades de la metodologia cualitativa. La misma fue desarrollada atendiendo a la
ejecucion de las siguientes fases: Descriptiva, Selectiva, De Contraste, Focalizada y
Analitica-Reflexiva. En su conjunto, estas fases permitieron valorar la propuesta
fundamentada en la aplicacion del Enfoque Grafico para abordar el tema de
Inecuaciones, develando la versatilidad y utilidad de esta herramienta didactica.

Resultados.

En primera instancia, el cumplimiento de la Fase Descriptiva permitio evidenciar las
debilidades conceptuales que presentan los estudiantes respecto a los temas en torno a
los cuales gira la investigacion. Los hallazgos mas relevantes en este sentido se indican

a continuacion, en las Tabla 1. Por otra parte, lo expresado por los docentes en la
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respectiva Entrevista aplicada a ellos permite derivar las observaciones que se muestran
en la Tabla 3.

Aspecto Categorizacion de las Respuestas

— Estudio de desigualdades.

— Verificacion de condiciones.

“Inecuacion”  para  los| — Determinacion del conjunto solucion o dominio real.
estudiantes significa: — Encontrar los intervalos que satisfacen una condicion dada.
— Comprobacion de la veracidad de una proposicion.

— Encontrar la validez de una expresion algebraica.

— Verificar de la factibilidad de solucion del ejercicio.

La finalidad de la| — Comprobar el cumplimiento de una igualdad.

proposicion “Encuentre la | — Comprobar el cumplimiento de una desigualdad.

solucion a la siguiente | — Verificar la veracidad o falsedad de ciertas expresiones
inecuacion” es algebraicas.

— Verificar la verdad o falsedad de un planteamiento numérico.

Las dificultades  mas| — Comprobar la veracidad de los enunciados.

comunes presentadas por | — Manejar correctamente los procesos algebraicos involucrados en
los estudiantes al momento | | solucién.

de resolver una inecuacién
son:

Los factores que influyen | — Mal manejo de definiciones necesarias para comprobar el
en la comprensién de los| comportamiento de la funcion

pasos para efectuar el | — Desconocimiento de mecanismos de verificacion de resultados.
trazado de la grafica de| — Errores algebraicos.
una funcion son: — Desconocimiento de las caracteristicas de las funciones.

Tabla 1. Concepciones previas y dificultades que presentan los alumnos al momento de
abordar los temas de Inecuaciones y Funciones.

De lo anteriormente expuesto y el analisis efectuado al Instrumento aplicado a los

estudiantes se desprenden las siguientes inferencias:

e Se observé que los estudiantes no conocen con certeza el significado del término Inecuacion, sin
embargo, logran asociarlo a la idea de condiciones establecidas por una expresion algebraica.

e De acuerdo con la informacion aportada por los estudiantes el problema de mayor frecuencia al
momento de resolver una inecuacion lo constituye el hecho de comprobar la veracidad de los
resultados, aunque también le asignan un peso relativamente alto al manejo de los procesos
algebraicos involucrados en la solucion, lo cual evidencia la presencia de obstaculos referentes a
la argumentacion tedrica al momento de enfrentarse a las situaciones didacticas que lleven
implicitas la solucion de Inecuaciones.

e Se observa la tendencia al uso exclusivo de herramientas de orden algebraico al momento de
resolver inecuaciones, por lo que la introduccién y manejo de herramientas alternativas, como el
enfoque gréfico, resulta ser de interés de acuerdo a los propodsitos de la investigacion para
verificar su impacto al abordar dicho tema.

e Se evidencia que los estudiantes no acostumbran a utilizar herramientas de verificacion al
momento de efectuar el trazado de una gréfica, esto hace que sea de amplio interés para la
investigacion el corroborar qué beneficio aportaria en su proceso de aprendizaje la introduccién
y manejo de mecanismos de verificacion de los resultados alcanzados, en particular, partiendo
de la asociacion y transferencia entre los registros algebraico y gréfico.
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Tabla 2. Inferencias derivadas del andlisis del Instrumento aplicado a los estudiantes

Aspecto

Inferencias derivadas de las Respuestas

Describa la manera como
Ud. aborda el topico de
Inecuaciones, indicando
los recursos didacticos
empleados y los
mecanismos para generar
el clima didactico.

Se infiere de lo expresado por los docentes que aunque hacen
uso exclusivo del pizarrdn como recurso didactico, se apoyan en
la técnica de la pregunta para plasmar en él las diferentes
opiniones de los estudiantes, efectuando una decantacion de las
respectivas respuestas a fin de dirigir el proceso de solucion por
el camino correcto. Esto les permite detectar errores
conceptuales y efectuar la respectiva retroalimentacion durante
el proceso de solucién de los respectivos ejercicios. Resalta
ademéas el hecho de que los docentes muestran interés por
establecer al inicio del desarrollo del tema el sustento teorico
sobre el cual se apoyara el desarrollo de los ejercicios vinculados
al tema de Inecuaciones. No obstante, en general, se aprecia
debilidades para generar un adecuado clima didactico.

Cémo valora usted el
manejo de las herramientas
algebraicas por parte de los
estudiantes al abordar el
tema de Inecuaciones?

Los docentes expresan las debilidades algebraicas observadas en
sus estudiantes al momento de abordar la soluciéon de
Inecuaciones; las cuales llevan al estudiante a obtener resultados
erroneos. Manifiestan que los estudiantes presentan un débil
manejo de los conocimientos previos asociados al tema de
Inecuaciones, elemento desencadenante de la ocurrencia de
graves errores algebraicos durante el desarrollo de los ejercicios
planteados. Enfatizan en que el débil manejo de las propiedades
algebraicas no le permite al estudiante contar con herramientas
de verificacion de los resultados alcanzados; situacion esta que
abre las puertas a la posibilidad de incorporar mecanismos
didacticos alternativos que lleven al estudiante a emplear otros
enfoques de solucion como instrumentos para el estudio de las
Inecuaciones.

Introduce usted
herramientas  semibticas
diversas para aborbdar el
tema de Inecuaciones?

Los docentes se muestran sinceros al aceptar su desconocimiento
0 débil manejo de herramientas graficas para el abordaje de la
solucién de Inecuaciones, sin embargo reconoce la utilidad de
las mismas y el provecho que de ellas pueden tomar los
estudiantes al estudiar el referido tema.

Qué opinion le merece la
propuesta de incorporacion
de nuevas herramientas
didacticas, sustentadas en
la conversién entre
registros semidticos, para
el abordaje del tema de
Inecuaciones?

Se percibe una actitud positiva, tendiente a la amplia
receptividad por parte de los docentes en torno a la
incorporacién de nuevas herramientas didacticas para abordar el
tema de Inecuaciones. Sin embargo, se aprecia que los docentes
desconocen los  fundamentos tedricos del Enfoque
Ontosemidtico. De igual manera, no tienen un claro manejo de
las Teorias de Ensefianza y los criterios determinados por ellas
para guiar la actuacion en el aula; en algunos casos alegando que
su formacion de Pregrado no corresponde al Area de Educacion;
en otros omitiendo la respuesta o aportando una respuesta
erronea.

Cuéles bondades
otorgarle al empleo de
diferentes  registros de
representacion al abordar
el tema de Inecuaciones?

puede

Los docentes expresan una amplia gama de bondades asignadas
al empleo de los diferentes registros de representacion, las
cuales van desde la posibilidad de generar un abordaje mas
versatil del tema hasta la posibilidad de emplearlos como
mecanismos de verificacion de resultados.
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Tabla 3. Concepciones de los docentes respecto al abordaje didactico del tema de
Inecuaciones.

Los resultados anteriores pueden plasmarse de manera abreviada en la Figura 1, la cual

se muestra a continuacion:

Relacion entre Categorias

Ensehanza : Aprendizaje
Elementos de Apoyo Sustentos Requeridos
Inecuaciones /
ﬂundamentos teodricos \ Manejo de Simbologia \
Comprensién de
Aplicacién de Teorias de . Conceptos
Ensefianza Dificultades -~ —---~~- Procesos Algebralcos

\ Argumentacién Tedrica

Herramientas diddcticas Herramientas Algebraicas

Débil’maneio de y de Graficacdién
Clima didactico definiciones Herramientas de
Verificacion

Desconocimiento de

Innovacion didactica Conversion entre registros
K / mecanismos de \ /

A verificacion de resultados
Debilidades

Débil manejo de Teorias de Errores algebraicos
Ensefianza
Escasas herramientas para la erores conceptuales /

generacion del clima didéactico

Figura 1. Inferencias derivadas de la Fase Diagnostica

En la siguiente fase de la investigacion, la Fase Selectiva, se eligieron las actividades a
desarrollar en el aula, esta etapa consistio en disefiar situaciones didacticas en las que se
correlacionen los diversos conceptos asociados al tema de interés. De manera concreta,
se ofrecié un aporte didactico consistente en un compendio de estrategias alternativas
que tienen como propdsito conllevar a una aprehension eficiente de los correspondientes
conceptos, partiendo de la implementacién de tareas que impliquen el uso de diferentes
sistemas de representacion y promuevan la articulacion coherente entre dichas

representaciones.

De manera que, en un momento ulterior al proceso investigativo, se expone para la
consideracion del cuerpo docente interesado en aplicarlo un mecanismo didéactico,
sustentado en el empleo del Enfoque Grafico, que tiene como proposito implicito
afianzar los conceptos basicos asociados al tema de funciones e inecuaciones, ademas
de ofrecer una via mas fructifera y eficiente para el abordaje de estos temas. Al tiempo

que queda abierta la posibilidad de aplicar enfoques similares en otros temas de caracter
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béasico en la formacion del estudiante y asi contrastar los beneficios de esta dptica no
convencional con otras alternativas didacticas. Algunos ejemplos de las actividades

disefiadas bajo esta Optica se muestran en el correspondiente Anexo.

Por otra parte, en la Fase de Contraste se procedio a verificar la incidencia del enfoque
didactico alternativo, sustentado en la utilizacion del Enfoque Gréfico, sobre la
aprehension eficiente de los conceptos asociados al tema de Inecuaciones y los
procedimientos empleados por los estudiantes para alcanzar la solucién de las

Inecuaciones planteadas. EI mencionado contraste se muestra en la Tabla 4.

Es preciso indicar que inicialmente, a partir del analisis de los resultados arrojados por el Pre-
Test disefiado especificamente para el estudio, se encontr6 que:

— Los alumnos mostraron una tendencia a centrarse en una practica algoritmica y algebraica
para abordar el estudio de Inecuaciones.

— Se evidencié en los estudiantes debilidades al pasar del registro gréafico al algebraico, al
igual que un bajo nivel de dominio sobre tdpicos basicos del Algebra, aunado a un gran
namero de concepciones errdneas de los temas abordados.

— Los estudiantes mostraron dificultades en el manejo de mecanismos de verificacion de los
resultados alcanzados al resolver las Inecuaciones planteadas.

— En el estudio del tema de funciones la conversion del registro analitico al registro grafico no

se mostré de manera fluida, encontrandose que los alumnos no poseian mecanismos de
verificacion de los procesos efectuados y los resultados alcanzados.

Una vez aplicadas las dos metodologias a contrastar, la primera de ellas con énfasis en el
enfoque algebraico y la segunda con preponderancia en el enfoque grafico, se pudieron
determinar las siguientes observaciones:

— Los alumnos que utilizan enfoques algebraicos para resolver Inecuaciones, presentan
dificultades al enfrentarse a situaciones didacticas de mayor complejidad y no cuentan con
herramientas de verificacion de los resultados.

— Estos alumnos muestran debilidades en la conversion de los registros grafico y algebraico al
estudiar funciones. No visualizan conexiones y generalizaciones, por lo que la aplicacion
eficiente de los sustentos tedricos que deben soportar el desarrollo del tema se ve afectada.

— Los alumnos que aplican el enfoque grafico en el estudio de Inecuaciones muestran una
transferencia fluida entre los registros grafico y algebraico, contando con herramientas de
verificacion de resultados y contraste de informacion.

— El anélisis de situaciones de alta complejidad y exigencia cognitiva es mas exitoso en este
grupo de alumnos, mostrando habilidad para la conversion entre registros y el planteamiento
de la solucion al problema planteado.

— Los alumnos que utilizan el enfoque grafico muestran una mayor claridad conceptual y
conforme aumenta esta solidez tedrica también mejoran y aumentan las distintas
representaciones utilizadas. Observandose en ellos una mayor estabilidad de los conceptos
cuando la exigencia y dificultad de las situaciones didacticas aumenta.

— En general, se observa que el empleo de un enfoque gréfico apoyado en mecanismos de
transferencia entre registros genera un impacto positivo en los estudiantes que abordan los
temas de Funciones e Inecuaciones, pues los dota de herramientas no convencionales pero
altamente efectivas para el estudio de dichos temas, permitiéndoles establecer de manera
mas sdélida la nocion de significado del objeto matematico estudiado.

Tabla 4. Resultados de la Fase de Contraste
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El estudio desarrollado devela la necesidad de ofrecer a los estudiantes herramientas
novedosas que le permitan efectuar el proceso de solucion de Inecuaciones de una
manera mas fluida; todo ello para garantizar un aprendizaje efectivo, con clara
aprehension de conceptos y minimizacion de errores procedimentales. Esto adiciona una
nueva exigencia al docente, quien debera plantear tareas que impliquen el uso de
diferentes sistemas de representacion y promuevan la articulacién coherente entre
dichas representaciones. Este nuevo escenario didactico sugerido para el abordaje de la
ensefianza de Inecuaciones tiene como finalidad crear estrategias fundamentadas en la
pluralidad de sistemas semidticos y la consecuente coordinacion de estos por parte del
sujeto, para consolidar una aprehension conceptual transparente y efectiva.

Por otra parte, la investigacion desarrollada confirma que la identificacion de los
conflictos semidticos que surgen al abordar el estudio de un contenido matematico es un
aspecto esencial del analisis didactico al proporcionar una explicacion de las
dificultades de los estudiantes en dicho proceso. Al tiempo que permite vislumbrar que
el éxito académico en el estudio del tema objeto de interés para la investigacion esta
ligado a la fluidez alcanzada por el estudiante al efectuar la conversién entre registros;
siendo el enfoque multirepresentacional el soporte de la adecuada busqueda del
significado del objeto matematico estudiado.
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Anexos

Tépico: Inecuaciones con valor absoluto de funciones

Actividad N° 1 L
cuadraticas

Proposito: Manejar el efecto del valor absoluto sobre una ecuacion cuadrética y reconocer los
valores que satisfacen la inecuacion.

Encuentre la solucidn de la siguiente inecuacion
2<[x*-10x+21|<8

Planteamiento gréafico:

21

Zona de interés

Solucion: (a,b)u(c,d)u(e, )
Los puntos se hallan a partir de:

/ x*—10x+21=2 (Esta ecuacion arroja los puntos b y e)
X* —10x+21 =2
x* —10x+21=-2 (Esta ecuacion arroja los puntos c y d)

y
/ x* —10x+21=8 (Esta ecuacion arroja los puntos a y f)

x? —10x+21‘ =8

x* —10x+21=-8 (Esta ecuacion no tiene solucion real)

Observacién: Conviene que el estudiante reconozca cuales puntos obtendrd al resolver las
diferentes ecuaciones. Esto se logra identificando que parte de la gréfica fue reflexionada, por

efecto del valor absoluto. En este caso, la grafica correspondiente al intervalo (3,7) presentaba
inicialmente imagenes negativas comprendidas en el rango [—4,0), por ello al resolver la

ecuacion [x* —10x + 21‘ =—2 se obtienen los puntos c y d.
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. Topico: Inecuaciones de la forma |———¢| < d, con
Actividad N° 2 (ax+b)
a,b,c,d y k realesy npar o impar.
. . ., . k i
Proposito: Reconocer el comportamiento de la funcién racional f (x) = W y a partir de
ax+

su grafica determinar la solucion de una inecuacion dada.

Encuentre la solucion de la siguiente inecuacién:

Planteamiento grafico:

Solucion: (—oo,b)u(c,+0)

Los puntos b y Cse determinan a partir de:

3
——-1=10 Punto b
(—4x+6)7 ( )
3 /
-1=10
(—4x+6)’ \a
ﬁ—lz -10 (Punto C)
—4X+

Observacion: Es fundamental reconocer el efecto del signo menos en el coeficiente de la x, ya
que el mismo provoca un cambio en la grafica de la funcién de referencia f (X) =—-,conn
X

impar.

Por otra parte, se recomienda hallar los puntos de corte con los ejes en cada una de las graficas
previas a la definitiva.

Es importante que el estudiante infiera cual punto, b 0 c, arrojara la solucion de cada ecuacion
planteada.
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.. Topico: Inecuaciones de la forma f (x)>c, con f (x)funcion
Actividad N° 3 P ( ) ( )

logaritmicay ceR.

Proposito: Verificar el manejo adecuado de los pasos para trazar graficas de funciones
logaritmicas y el reconocimiento de sus caracteristicas.

Encuentre la solucion de la siguiente inecuacion:

log(|3x—2]) =2
Planteamiento grafico:

|

|

|

2 |

s S

! |
| 3
| I i
el | i
| I |
| I i
| I |
| | 1
a 1\ % b

|

|

|

Solucion: (—oo,a]U[b,+x)
Los puntos a Yy bse determinan a partir de:
log(|3x—2) =2, es decir, [3x—2 =107

Esta ecuacidn arroja dos posibles soluciones:

3x-2=100 = X=%

6

3x-2=-100 = X:_T%

Observacién: Dada la simetria en el comportamiento del argumento del logaritmo, también se
presenta simetria con respecto a la asintota vertical en la gréafica de la funcién logaritmica y, en
consecuencia, en la ubicacion de los puntos a Yy brespecto a la asintota vertical.
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