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1 Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo presentar uno de los temas clasicos del Alge-
bra Lineal Numérica: la descomposicién en valores singulares de una matriz.
No es nuestra intencién dar las demostraciones de los resultados matemdticos,
ya que pueden encontrarse en la bibliografia citada, sino hacer hincapié en la
interpretacién geométrica, su relacién con la descomposicién en autovalores y

su aplicacién al problema de trasmisién de imdgenes.

2 Breve resena histdrica

La descomposicién en valores singulares de una matriz fue propuesta en
forma independiente por Beltrami en 1873 y Jordan en 1874. Su generalizacién
a espacios de dimensién infinita fue desarrollada en el contexto de ecuaciones
integrales por Smith (1907) y Weyl (1912). Sin embargo, esta factorizacién
no fue popular hasta fines de la década del 60, cuando Golub y otros autores
mostraron cémo calcularla numéricamente y usarla como herramienta para mu-

chos algoritmos estables [2,4]

3 Formulacién matematica del problema

Definicién 3.1 [3] Dada A € £™*", una descomposicién en valores singulares
(SVD) es una factorizacién del tipo A = UZV* con U € L™*™ V € ™"
matrices unitarias, ¥ € JR™*" matriz “diagonal”, ie : £;; = 0si i # j, Z;; =

0i,0120922>..20,>0, ;=0, i>p yp<min{m,n}.
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A continuacién enunciamos el teorema de existencia y unicidad de esta fac-

torizacion.

Teorema 3.1 Toda matriz A € C™*™ admite descomposicion en valores sin-
gulares. Mds aun, si m = n y los o; son distintos dos a dos, entonces la matriz
¥ es tnica. En este caso, las columnas de U (vectores singulares a derecha) y
las columnas de V (vectores singulares a izquierda) estdn univocamente deter-

minados salvo un escalar complejo de mddulo uno.

4 Formulacién geométrica del problema

La descomposicién en valores singulares se aplica tanto a matrices reales o
complejas, sin embargo, con el objetivo de dar una interpretacién geométrica
asumimos A € R™*".

Notemos con ||.|| = ||.|l2 ¥ con S la esfera unitaria en IR".

Definicién 4.1 Llamamos hiperelipse en IR™, a la superficie obtenida defor-
mando la esfera unitaria a lo largo de direcciones ortogonales uy, ua, ..., Um de

IR™, en magnitudes 01,02, ...,0m (eventualmente cero).

Esto es, la hiperelipse de semiejes oyuy, ..., 0mUm €s

m m
{xeR”‘: :c=chajuj A Zc?:l}.
i=1 j=1

Como los u; son versores, los vectores {o;u;} tienen longitud o1, 02, ...,0m
respectivamente y se los denomina los semiejes principales de la hiperelipse.

Si S es la esfera unitaria en JR™ su imagen por cualquier transformacién A €
IR™ ™ es una hiperelipse en el subespacio imagen de A. En efecto, denotemos

pOr vy, ..., Un (resp. uy,...,u,) las columnas de V* (resp. las columnas de U)

AS={Az:z€ R" Azl =1} =
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n n
={chAvj:Zc?=1} =
7=1 =
n n
={ZCj0’]‘uJ':ZC§= 1}
=1 =1

Puesto que un simple cdlculo muestra que Av; = oju;, j =1...n.

Sea m > n y supongamos por simplicidad que rango(A) = n.

Definicién 4.2 Los valores singulares de A son las longitudes de los n semiejes

principales de AS numerados de tal modo que oy > 09 > ... 2 g, > 0.

Definicién 4.3 Los vectores singulares a izquierda de A son los vectores uni-
tarios {uj,ua,...,un}. Geométricamente son direcciones de los semiejes prin-
cipales de AS y numerados en correspondencia con los valores singulares, es

decir o;u; es el i-ésimo semieje principal de AS.

Definicién 4.4 Los vectores singulares a derecha de A son los vectores unita-
rios {v1,v2,...,vn} € S. Estos vectores son preimdgenes de los semiejes princi-

pales de AS. Puesto que Av; = ojuj, 1 <j < n.

En notacién matricial, si V = [vy,...,v,] € RV U = [ug, ..., un] € R™*",

£ = diag(o1, ...,0n) € R™ ", la expresién Av; = ojuj, 1< j < n se escribe:
A=UZVT.

Esta factorizacién de la matriz A se llama descomposicidn en valores singulares
reducida. Observemos que las columnas de U son n vectores ortonormales en
un espacio de dimensién m, por lo tanto si m > n no constituyen una base; sin
embargo es posible agregarle m—n columnas de manera que la matriz resultante
U es ortogonal.

En la figura 1 se representan esquemdticamente las descomposiciones en

valores singulares reducida (a) y completa (b).
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A v
Figura 1: (a) SVD reducida. (b) SVD completa.

Si A tiene rango r < n, la factorizacién A = ULV* también es posible, sélo
que en este caso son r los vectores singulares a izquierda estdn determinados por
la geometria de la hiperelipse. Para construir la matriz U es necesario agregar
m — r columnas ortonormales y V necesita de n — r columnas ortonormales

arbitrarias para completar las r determinadas geométricamente [5].

5 Interpretacién algebraica de la descomposicién en

valores singulares.

De acuerdo al teorema 3.1, podemos asegurar que si A € R™*", es posible es-
coger una base ortonormal en JR" ( las columnas de V'), y una base ortonormal
en JR™(las columnas de U) tal que la matriz de A en dicho par de bases es

diagonal.

La diagonalizacién de una matriz estd intimamente relacionada con el tema
de autovalores. Sabemos que si A € IR™*" tiene n autovectores linealmente

independientes es diagonalizable, esto es
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A=XAX"!

donde X € IR™" es una matriz cuyas columnas son los autovectores de Ay
A € R™™ es una matriz diagonal cuyas entradas son los autovalores de A.

Esta factorizacién se conoce como descomposicién en autovalores.

Las diferencias fundamentales entre ambas factorizaciones son las siguientes:

- SVD utiliza dos bases diferentes para diagonalizar una matriz (las bases

determinadas por los vectores singulares a derecha e izquierda),

- las bases en SVD son ortonormales, lo cual no siempre ocurre en la des-

composicién en autovalores,

- no toda matriz admite descomposicién en autovalores, atin siendo cuadrada,
sin embargo el teorema 3.1 asegura que toda matriz admite descom-

posicién en valores singulares.

Cabe destacar que los valores singulares adquieren importancia en los pro-
blemas que dependen del comportamiento de A o de su inversa, mientras que

los autovalores resultan relevantes en los problemas que involucran cdlculos rei-

terados de la matriz A, como las potencias AF 0 las exponenciales e

Los resultados més importantes de SVD se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 5.1 Sea A =UZVT € R™ ", con m > n, entonces:

1. Los autovalores de la matriz AT A son los nimeros Uf,- .+, 0%, y los au-

tovectores de AT A son los vectores singulares a derecha v; de A.

9. Los autovalores no nulos de la matriz AAT son los 02, y los autovectores

asociados son los vectores singulares a izquierda u; de A. Cualgquier otro
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complemento ortogonal a Uy...U, puede elegirse como autovectores aso-
ciados al autovalor 0.
0 AT

.Sim=mn,yH=
1m Y 4

] , los 2n autovalores de H son *xo; con

Uy
tu;

autovectores asociados % [

. Si A es de rango completo, la solucion del problema de cuadrados minimos

min || Az — b

T

esz=VItUb.

Donde % es la matriz “diagonal” Ej”j =051 %55 = ai_l st o; #

0, SH=0sic;=0

. ||A]| = o1. Si Aes inversible, |A7!]| = ai’
n

. Como 01 > ... 2 0, > 0,¢el rango de Aes p. El espacio nulo de A estd
generado por las columnas [Vpt1,...,vn) de V y el espacio rango por las

columnas [uy, ...,up) de U.

. La imagen de la esfera unitaria en IR™ por A es una hiperelipse en AIR"

centrada en el origen con semiejes principales o;u;.

. Si k < n la solucién del problema

min{||A — B||: B € R™" y rango (B) = k}

es Ay = USLVT, con Ty = diag(oy, ..., 0,0, ..., 0) y se tiene que ||A — A =

Ok+1-
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6 Interpretacion geométrica de los valores singulares

En esta seccién mostramos graficamente los resultados citados en el inciso 7
del teorema 5.1. Notemos que la transformacién ortogonal V' sélo produce la

rotacién de la esfera S, £ la deforma en una hiperelipse y finalmente U rota la

hiperelipse.
Ejemplo 6.1 En este ejemplo, n = 2 y por lo tanto S es la circunferencia
unitaria. Elegimos
131
13

En la figura 2 podemos ver la deformacién de la circunferencia unitaria y
de los vectores singulares a derecha de A al aplicar sucesivamente las transfor-

maciones VT, Z y U.

S : Esfera unitaria en IR? vTs
2 2
1 1
0 0
] -1
=9 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
VTS UEvTs
4 4
2 T 2
,// \
of ‘ 0
=2 \—/ -2
-4 -4
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 2: Transformacién de la esfera unitaria en R2.
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Ejemplo 6.2 En este ejemplo n = 3 y por lo tanto, S es la esfera unitaria

de IR3. En la figura 3 mostramos la esfera S los vectores singulares a derecha

y su imagen por la transformacién:

v2/2 V2 0

A=1§ —v2f2 2 0
0 0 3
Esfera unitana Transformacién de la esfera unitana por A

23

gjey sje x gey sje x

Figura 3:Transformacién de la esfera unitaria en IR3.

7 Aplicacién al problema de trasmisién de imagenes

El objetivo de esta seccién es mostrar cémo puede utilizarse la descomposicién
en valores singulares de una matriz para trasmitir una imagen y cémo explotarla

adecuadamente para economizar lugares de memoria.

La pantalla del monitor de una computadora estd compuesta por puntos
de coordenadas (7,7). Usualmente es 1 < 7 < 645, 1 < j < 936. Cada punto
es susceptible de ser coloreado con un color. A cada color se le asigna un
nimero entre 0 y 1. Por tanto una imagen queda representada por una matriz

A € R8%5%936 donde a;; es el nimero del color asignado al punto (4, 5).
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Si una matriz A € IR™*" de rango completo (= rango maximo) representa
una imagen y una matriz B € JRP*® una gama de colores, es posible, usando

las funciones de MATLAB colormap e image visualizar la imagen definida por A.

Nos podemos preguntar cémo se modifica la calidad de la imagen si se

aproxima A por una matriz de rango menor. Para ello se calculan los valores :
singulares de A usando la funcién de MATLAB svd y se consideran las matrices

Ar € R™ ™ de rango k < n definidas en el inciso 8 del teorema 5.1.

Para cuantificar la bondad de la aproximacién representada por Ay respecto

X g, . s
de A definimos dos pardmetros: el error relativo ——+ y el radio de compresién
o1
(m+n)k
—(1].
mn

Figura 4: Matriz de rango completo.
Consideremos la imagen que se muestra en la figura 4. Este dibujo estd
representado por una matriz A € IR%45%936 de rango completo igual a 645, con

valores singulares extremos omaz = 1.100536 X 10%, opin ~ 1.3359 x 10~28.
En la Tabla 1 mostramos cémo se modifican los pardmetros antes menciona-
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Rango & Ok Ok+1/01 Radio de Compresién
575 7.8778 x 1073 0.9921 2.20 x 10°
445 40.202 3.6275 x 1074 1.17
270 143.103 1.2892 x 1073 0.70
130 521.82 4.7365 x 1073 0.34
70 630.48 5.6670 x 10~3 0.18
30 2252.4 2.0281 x 1072 0.079
10 5.1419 x 10° | 4.5626 x 10~2 0.026
Tabla 1.

dos en funcién del rango de la aproximacién escogido Ay y en las figuras 5-7 las
imagenes que resultan en algunos casos.

A partir de resultados obtenidos con diferentes imagenes y variando el rango
de las aproximaciones, establecemos una regla heuristica para decidir cudl es el

mayor valor singular, op41, tal que la aproximacién de rango p permite repro-

ducir aceptablemente la imagen original.

Figura 5: Matriz de rango k = 445.
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Llamaremos dominantes a los o; que verifiquen que o; > 0p.

> -

Figura 6: Matriz de rango k = 30.

De la tercera columna de la Tabla 1 se extraen los valores singulares domi-
nantes, en general se observa que si o es tal que ox/o; pertenece al intervalo
[10-3 , 1072] la imagen comienza a perder calidad y para valores superiores a
1072 la calidad de la imagen es realmente pobre. Por tanto 0(a45) €s un valor
dominante de A.

Figura 7: Matriz de rango k = 10

El radio de compresién relaciona la cantidad de almacenamiento requerida
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para A respecto de la necesaria para A; como se puede observar dicho radio es

menor que la unidad sélo si k < ;. Si se desea almacenar la matriz original
A son necesarios O(6 x 10%) lugares de memoria; si consideramos que la aproxi-

macién de rango 30 es adecuada, s6lo son necesarios 4.7 x 10* lugares.

Si deseamos modificar sélo una parte de la imagen representada por la matriz
A, es suficiente particionarla adecuadamente y aproximar la submatriz corres-

pondiente por una matriz de rango menor.

La figura 8 muestra el resultado de aproximar sélo la submatriz que resulta

de interceptar las filas 130 < i < 430 con las columnas 255 < j < 540 de la

matriz original.

8 Comentarios finales

La seccién anterior muestra porqué algunos especialistas prefieren hablar de
Algebra Lineal Aplicada en lugar de Algebra Lineal Numérica; la amplia gama

de aplicaciones que existen para los temas que trata justifican este argumento.

Figura 8: Submatriz de rango reducido k = 5
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Nuestra experiencia frente a cursos con alumnos de carreras con distintos
intereses nos permite asegurar que las aplicaciones consiguen entusiasmar a casi

todos.
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