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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo reflejar la importancia de las ecuaciones
diofanticas dentro de la ensefianza y aprendizaje de las Mateméticas a nivel de
secundaria. Se pretende motivar a los y las participantes del minicurso mostrando
algunas aplicaciones de las ecuaciones diofanticas en la resolucion de problemas
algebraicos y aritméticos, mediante el uso de técnicas y métodos de resolucion de
indole histdricay préctica.

1. Introduccidén

La resoluciéon de ecuaciones es un tema que se desarrolla en secundaria desde los
primeros niveles y, que a su vez, permite el estudio de los diversos conjuntos numéricos
(naturales, enteros, racionales, irracionales y reales). Empero, una clase especial de
ecuaciones, por lo general relegada de los programas de estudio de matematicas a nivel
de secundaria (en Costa Rica) son las llamadas ecuaciones diofanticas, que por su

naturaleza, son catalogadas como dificiles y laboriosas.

Gracian (2013) sefiala que el interés que encierra la resolucion de una ecuacion
diofantica esta en relacion directa con la naturaleza de las incognitas. Por ejemplo, si lo
que se plantea en una ecuacion hace referencia al volumen de un liquido no importara,
en principio, que la solucion incluya cantidades fraccionarias; pero si se trata, por
ejemplo, del nimero de personas que pueden asistir a una reunion, esta claro que
unicamente tendran sentido las soluciones enteras, ya que careceria de sentido dividir a

una persona en trozos.

No obstante, “no todas las ecuaciones diofanticas tienen un método (algoritmo) que
permita resolverlas de manera sistemdtica” (Gracian, 2013, p. 1). De hecho, la mayoria

no lo tienen. La busqueda de un método de resolucion para ecuaciones concretas ha
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sido, durante mucho tiempo, objeto de estudio por matematicos de la talla como Euler o
Lagrange, y mas recientemente de Minkowski o Chevalley.

A pesar de ello, consideramos que estas ecuaciones encierran procesos de resolucién
que rescatan valiosos recursos tanto pedagogicos como conceptuales, ademas de ofrecer
una rica informacion historica de la misma. Al echar un vistazo en la historia,
encontramos escenarios en que los algoritmos de resolucion de ecuaciones y de sistemas
de ecuaciones han ocupado a muchos matematicos a lo largo del tiempo. Por ejemplo,
se conoce la existencia de problemas resueltos por procedimientos algebraicos que
datan del afio 3000 a.C.

De acuerdo con Barrantes et al. (2007), el estudio de las ecuaciones diofanticas permite
reforzar conocimientos adquiridos en cursos y niveles anteriores, ademas de brindarle al
docente ideas para motivar a sus estudiantes en el estudio de la resolucién de ecuaciones

Yy, por qué no, incrementar el interés por la matematica.
Al respecto, Pérez (2011) expone la siguiente situacion:

Supongamos que se te pide que des las soluciones de la ecuacion 3x + 14y = 20;

20-3x
14

seguramente diras que es un problema muy sencillo, que la solucién es y =

donde x puede tomar cualquier valor. Otra cuestién mucho menos obvia es que halles

las soluciones con x e y enteros. (p.22)

Este tipo de ecuaciones lleva su nombre en honor a Diofanto, matematico griego del afio
275 a.C. que las estudio extensivamente y dio soluciones a algunas de ellas. Su vida se
desconoce por completo; sin embargo ha llegado hasta nosotros un texto escrito por él
Ilamado "La Aritmética" en el que se plantean y resuelven 189 problemas de algebra
que hoy resolveriamos utilizando ecuaciones de primero y segundo grado como
sistemas de ecuaciones. Por este hecho se le conoce como el padre del Algebra y a las
ecuaciones de primer grado se les llama, también, "ecuaciones diofantinas”. (Albedea,
2011)

Con el tiempo, han aparecido un nimero mayor de ecuaciones diofanticas, entre las que

se encuentran la ecuacion pitagorica, la ecuacion de Pell, entre otras.
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Como se expuso anteriormente, para obtener la solucion a dichas ecuaciones no existen
métodos unicos, y dependen en gran manera de la intuicion. En nuestro caso, daremos

algunos procesos teoricos para llegar a ellos.
2. Marco Teorico

En esta seccidon expondremos parte de la teoria necesaria para introducir las ecuaciones
diofanticas. Como punto importante, aclaramos que las definiciones y estrategias
utilizadas corresponden a un compendio de las obras de Guelfond (1984), Barrantes et
al. (2007), Burton (1969), Sarmiento (2004), entre otros.

2.1. Ecuacion Diofanticas

Se llama ecuacion diofantica o ecuacion diofantina a cualquier ecuacion polinomial con
coeficientes enteros cuya solucion se restringe Unicamente a aquellos valores enteros

que satisfacen la ecuacion.
2.2. Tipos de ecuacion dioféanticas

Para efectos del minicurso se trataran dos tipos de ecuaciones diofanticas: las lineales o
de primer orden (en dos y tres variables) y las cuadraticas o de segundo orden con dos

variables.
2.3. Técnicas para resolver ecuaciones diofanticas

Las técnicas para resolver cada una de las ecuaciones diofanticas anteriormente citadas
involucra una serie de teoremas de suma importancia. Es por ello que, a continuacion,
se formulan los teoremas respectivos y un ejemplo particular. Las demostraciones y

otros céalculos se trataran en el minicurso.
2.3.1. Laecuacion ax + by = ¢

Teorema: Sean a, b y n € Z. La ecuacion lineal ax + by = c tiene solucion entera x;

Yo Siysolosid = mcd(a,b) divide a c.

Ejemplo: Supongamos que nos encontramos el siguiente problema:
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Un hombre va a una tienda de ropa y compra 12 trajes, unos negros y otros grises, por
1200 €. Si los trajes negros valen 30 € mas que los grises y ha comprado el minimo

posible de estos ultimos, ¢cuantos trajes ha comprado de cada color?

Solucién: Sea x = cantidad de trajes negros, 12 — x = cantidad de trajes grises, y =
precio de un traje negro, y + 30 = precio de un traje gris. La ecuacién asociada al
problema es x(y +30) + (12 —x)y = 1200. Al simplificar esta ecuacion obtenemos
30x + 12y = 1200. Luego, se quiere encontrar la solucion entera a esta ecuacion.
Como mecd(30,12) = 6 es un divisor de 1200 esta ecuacién tiene soluciones.
Mediante una serie de procedimientos, los cuales seran descritos en el minicurso, se

obtiene la solucion particular:
xo =200y y, = —400

A partir de esto facilmente se tienen todas las soluciones™:

12
x=200+k-?=200+2k

30
y = =400 — k- — = —400 — 5k

En principio estas expresiones nos dan todas las soluciones del problema, pero todavia
no hemos terminado. Hay que tener en cuenta mas cosas. Analizando los datos
obtenidos sabemos que el nimero de trajes negros que ha comprado es Ty = 200 +
2k, por lo que el numero de trajes grises comprados es T = 12 — Ty = 12 — 200 —
2k = —188 — 2k. Teniendo en cuenta que el numero de trajes de cada tipo comprados

por esta persona debe ser positivo y menor que 12 tenemos lo siguiente:
0<T; <12 0<-188—-2k <12 < 188 < —2k < 200 & —100 < k < —94
Por tanto, los Unicos valores posibles para k son k = {—99, —98,-97,—-96,—95} .

Pero el enunciado también decia que ha comprado el minimo nimero de trajes grises

posibles. Probando con los valores anteriores esta condicion se cumple para t = —95.

1 a solucién general de la ecuacion ax + by = ces:x =x5 +k -g yy=y,+k -% donde x, € y, €s

una solucion particular de la misma y k es cualquier nimero entero
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En consecuencia el protagonista de nuestro problema compro —188 — 2(—95) =

2 trajes grises y 12 — 2 = 10 trajes negros.
2.3.2. Laecuacion a;xq + azx, + -+ ax, =c¢

Teorema: La ecuacion aqyx; + ax, + -+ ap,x, = c tiene solucion si y solo si

mcd(aq, ay, ..., a,) divide a c.
Ejemplo: Encontrar una solucion de la ecuacion diofantica 100x; + 72x, + 90x; = 2

Solucién: Como a; = 100, a, =72y a; = 90 y mcd(100,72,90) = 2 = d, debemos
encontrar x4, x,, x5 enteros tal que 100x; + 72x, + 90x3 = 2. El mcd(100,72) = 4 =
d'. Por lo tanto debemos resolver la ecuacion 100y, + 72y, = 4 & 25y, + 18y, = 1.
Por el método usual (ya visto en el caso ax + by = c¢) se encuentra que y; =5y
y, = 7 es una solucion. Nuestro proximo paso para la solucién es encontrar t, x5 tal que
4t + 90x3 = 2 & 2t + 45x3; = 1. En forma clara, una solucion seria x; = 1, t = —22.

Multiplicando y; y y, por —22 obtenemos una solucion de la ecuacion.
2.3.3. Laecuacion x2 —y?> =n

Teorema: La ecuacion x? — y2 = n, donde n € N, tiene soluciones enteras si y solo si
n puede descomponerse en producto de nimeros de la misma paridad (ambos pares o

ambos impares). En el caso que a y b sean dos de tales nimeros, la pareja de valores

a+b a-b ., -, .
X =—=Yyy=——sonuna solucion de la ecuacion. Luego, todas las soluciones son de

dicha forma.

Ejemplo: Se desea construir una sala con un area exacta. Para ello, un ingeniero
determino que los costos seran menores si la diferencia entre el cuadrado del largo y el
cuadrado del ancho es de 36 metros cuadrados. A partir de esto, determine el largo y el

ancho de la sala.

Solucién: Sea x = largo de la sala y y = ancho de la sala. El problema dado se
traduce en resolver la ecuacion x2 —y? = 36, y en encontrar los valores enteros
positivos asociados. Como 36 = 22 - 32 entonces m-n = 22-32, De esta forma
tendremos 5 posibilidades, que corresponden a todas las combinaciones dos a dos de los

factores de 36. Esto es:
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x+y=2
x_y=18,de donde

x =10y y = —8. EsdecirS; = {(10,—-8)}y S, = {(—10,8)} (se acepta inversion de

signos pues la ecuacion no se altera por los términos cuadréticos).

a) [m = 2]y |[n = 18] con lo cual se debe resolver el sistema {

+y=4
_y=9

. Pero este caso

. X
b) [m = 4]y |n = 9] con lo cual se debe resolver el sistema {x

se desecha pues ambos resultados no son enteros.

x+y=6
X—y=6

¢) [m = 6]y [n=6]con lo cual se debe resolver el sistema { , de donde

x=6yy=0. Esdecir S ={(6,0)0} y S, ={(—6,0)} (se acepta inversion de signos

pues la ecuacién no se altera por los términos cuadraticos).

x+y=9
x—y=4

d) [m = 9]y[n = 4] con lo cual se debe resolver el sistema { . Pero este caso

se desecha pues ambos resultados no son enteros.

. +vy =18
e) [/m = 18]y [n = 2] con lo cual se debe resolver el sistema {xx _3; _ >

x =10y y =8. Esdecir S; = {(10,8)} y S¢ = {(—10,—8)} (se acepta inversion de

, de donde

signos pues la ecuacion no se altera por los términos cuadraticos).

De este modo, las soluciones a la ecuacion x? — y2 = 36 corresponden a la unién de

todas las soluciones en cada caso, esto es:
S = {(10,-8),(—10,8), (6,0), (—6,0), (10,8), (=10, —8)}

En nuestro caso, los Unicos valores de este conjunto que satisfacen nuestro problema
son x =10 y y = 8, es decir, el largo de la sala debera ser de 10 metros, mientras que

el ancho de 8 metros.
2.4. La resolucién de problemas con ecuaciones diofanticas

De acuerdo con Schoenfeld (1985), la resolucion de problemas hace referencia al uso
de situaciones dificiles que permitan a los y las estudiantes aprender a pensar
matematicamente. En tal caso, la dificultad de las situaciones hace referencia a
soluciones no inmediatas, donde el éxito depende de las habilidades y conocimientos

previos del educando. En el caso de las ecuaciones diofénticas, es necesario que los
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educadores tengan claro el concepto de solucién particular y general en la resolucién de

ecuaciones, en la basqueda del pensamiento algebraico e aritmético.

Por otro lado, los docentes pueden considerar las siguientes pautas propuestas por Polya
(1957): a) Comprension del problema, b) concepcidn de un plan, c) ejecucion del plan y
d) vision retrospectiva. De esta manera la presentacion de los problemas puede
enfocarse con estos lineamientos, recurriendo al contexto del problema y el aprendizaje

previo.
3. Estructuray metodologia del minicurso

El presente minicurso estard basado en la resolucion de algunos tipos de ecuaciones
diofanticas que consideramos interesantes y apropiados para ser desarrollados en
educacion secundaria. Para ello, en las cuatro horas que dura el minicurso, se plantean

tres sesiones:

a) Presentacion y discusion de algunos problemas que involucran ecuaciones
dioféanticas. Es decir, se aborda el minicurso con una breve introduccion al tema y se
motiva a los y las participantes a discutir sobre las posibles soluciones de algunos

problemas presentados por partes de los ponentes.

b) Presentacion y desarrollo tedrico de las ecuaciones diofanticas. Es decir, se creara un
ambiente de discusion que conlleve al planteamiento de estrategias en la resolucion de

los problemas de la seccion anterior, planteando, previamente, la teoria asociada.

c) Resolucién y discusion de diferentes problemas. Es decir, se abordan diferentes
problemas con las técnicas expuestas en el marco tedrico, rescatando la importancia y la

viabilidad en cada problema.

En todas las sesiones se hara referencia al pensamiento algebraico y geométrico como

estandares ideales en la resolucion de problemas con ecuaciones diofanticas.
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