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Resumo

Este artigo, parte integrante de uma pesquisa de doutorado em andamento, visa
analisar alguns aspectos do uso da intui¢do e do rigor na obra “O Método”, de
Arquimedes, sob o ponto de vista do filésofo e matemético francés Henri Poincaré e do
psicologo romeno Efrain Fischbein. Por meio dessa analise, objetiva-se discutir quais
as implica¢des desse uso no processo de criagdo matematica, quais foram os resultados
obtidos que contribuiram para a génese e o desenvolvimento do Calculo, bem como o
legado deixado por essas descobertas. Serdo descritas as estratégias utilizadas por
Arquimedes na resolucdo do problema da &rea da pardbola. Esta pesquisa se
caracteriza como sendo qualitativa, em que por meio de uma pesquisa documental
analisou-se livros sobre a historia do Calculo, teses e artigos relacionados ao ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Como resultados, observamos
algumas caracteristicas do uso da intuicdo e do rigor ligadas a construcdo do
conhecimento matemaético que sdo pertinentes de discussdo e que se refletem no
processo de ensino e aprendizagem do Calculo.

1- A intuicédo e o rigor

No ensino do Calculo, segundo pesquisas em Educacdo Matematica, nos ultimos anos
tem-se observado o predominio de um modelo que privilegia a apresentacdo dos
conceitos por meio de definigdes, demonstragdes e exercicios ndo favorecendo
inicialmente o desenvolvimento cognitivo dos alunos como o uso de analogias e da
intuicdo na construcdo do conhecimento, seguido da apresentagdo de exemplos e

contraexemplos até a etapa final da demonstracéo.

Refletindo sobre ese fato procuraremos abordar por meio de um exemplo ligado a
historia da Matemaética, a importancia do uso da intuicdo no proceso de criacdo dos
conceitos matematicos em contraposi¢do ao rigor.

Apesar de diversas concepcbes, pontos de vista e interpretacdes, 0 uso da intuicdo,

imaginacdo, raciocinio dedutivo e visualizacdo geométrica no processo de ensino e
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aprendizagem da Mateméatica vém sendo defendida e estudada por muitos
pesquisadores.

O filésofo e matematico francés Henri Poincaré (1854 — 1912) considerava a intuicdo
uma ideia ou interpretacdo antecipada daquilo que se esta procurando, constituindo-se
de um sentimento que possibilita gerar hipoteses e conjecturas na construcdo do
conhecimento cientifico. O autor faz criticas a ciéncia concebida como absoluta e
inquestionavel, e discute a importancia da intuicdo e da logica nesse processo de

construcao.

Além de Poincaré (1995), o psicologo romeno Efrain Fischbein (1920 — 1998)
demonstra em seus trabalhos quais sdo as caracteristicas do raciocinio intuitivo,
algumas possiveis classificaces para 0 mesmo bem como o papel e a importancia do
seu desenvolvimento na aquisicdo do conhecimento matematico.

Fischbein (1987) concebia a Mateméatica como uma criagdo humana, em que 0s objetos
matematicos devem ser construidos num processo de tentativas, erros, hesitacdes,
conjecturas, demonstracdes, provas e refutagbes. Para que 0s conceitos sejam
desenvolvidos segundo essa perspectiva, deve-se levar em conta aspectos tais como o
raciocinio intuitivo, o aspecto formal e algoritmico e suas inter-relagdes.

Para observarmos as caracteristicas ligadas a intuicdo descritas anteriormente,
analisaremos o exemplo da determinacdo da quadratura da pardbola realizada por

Arquimedes, que apresenta no seu bojo a génese do Célculo Integral.
2 — Arquimedes

Arquimedes (287 — 212 a. C.) nasceu na cidade de Siracusa, mas também segundo
relatos de alguns historiadores da Antiguidade, passou um periodo da sua vida na cidade
de Alexandria, no Egito.

Sobre os trabalhos de Argquimedes, segundo Eves (2004), dos matematicos gregos da
antiguidade, quem aplicou de maneira mais elegante 0 método de exaustdo e com quem
mais se aproximou da atual e verdadeira integracdo, sem duvida foi Arquimedes. Com
isso, podemos destacar a analise e alguns aspectos da importancia e o real significado de
seus trabalhos na compreensdo das nogdes do Calculo.

Tais trabalhos apresentavam uma estrutura l6gica que merece ser destacada, em que

suas descobertas eram obtidas por meios mecanicos, conhecido como “O Método”
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utilizando-se da intuicdo, da imaginagcdo e de alguns objetos fisicos e geométricos,
sendo posteriormente demonstradas rigorosamente pela dupla redugéo ao absurdo.

Algumas caracteristicas, segundo Awvila (1986), sdo peculiares nas obras de
Arquimedes: o estilo eliptico da linguagem, apresentando uma densidade de referéncias
internas como, por exemplo, algumas propriedades geométricas, a dificuldade nas
demonstracdes pela dupla reducdo ao absurdo, a apresentacdo dos seus resultados
expostos por um duplo método, o mecanico (escrito em forma de carta a Eratdstenes) e
0 geométrico. Como exemplo dessas caracteristicas citadas pelo autor, na obra “4
quadratura da pardbola” sao omitidas algumas demonstragdes de proposicdes inteiras,
apresentando uma demonstragdo ‘“mecanica” (o método) e uma demonstracdo

“geométrica” (o método da exaustdo).

Dentre algumas obras de Arquimedes que constituem o denominado Corpus
arquimediano, podemos citar uma que desempenhou um papel preponderante no
desenvolvimento dos conceitos do Calculo Integral, conhecido como “O Método .
Como exemplo, destacaremos a quadratura da parabola, que consiste em calcular a area
limitada sob um segmento parabdlico, e que foi escrito por Arquimedes da seguinte
maneira: “Enunciarei o primeiro teorema que descobri por métodos mecdnicos, isto é:
qualguer segmento de parabola é quatro tercos do triangulo com a mesma base e igual
altura”. (AVILA, 1986, p. 32). O teorema anteriormente descrito pode ser representado
conforme a figura a seguir:

Sendo Ap = area do segmento parabdlico e A = area do tridngulo ABC, temos que:

Figura 01 — Area de um segmento parabdlico (Arquimedes)

Fonte: Autor, 2013

A —4A
p=3Ar

Para demonstrar o teorema, Arquimedes utilizou-se de algumas proposicdes sobre as
propriedades geométricas da parabola. Tais proposi¢cdes podem ser encontradas no livro
The Works of Archimedes, de Thomas L. Heath (1912). Das proposi¢0es apresentadas

nessa obra, destacaremos aquelas consideramos mais diretamente ligadas a
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demonstracdo do problema da area do segmento parabdlico. Essas propriedades, como
por exemplo, a determinacdo do vértice da pardbola sd0 necesséarias para a
demonstracdo, que segundo Avila (1986) sdo omitidas especificamente na obra “O
Meétodo . S@o elas:

- Proposicéo 1:

Se por um ponto de uma parabola for tracada uma reta, de maneira que ela seja o eixo
ou paralela ao eixo, como BD, e se AC é uma corda paralela a tangente & parabola em
B, encontrando BD em D, enté&o:

AD =DC

Consequentemente D é o ponto médio de AC.

Figura 02 — Proposicdo 1 (Arquimedes)

Fonte: Autor, 2013
- Proposicéo 2:

Se em uma parabola, AC for uma corda paralela a tangente a B e, se uma reta for
tracada em B de tal forma que seja o eixo ou paralela ao eixo e esta reta encontrar AC
em D e encontrar a tangente a parabola pelo ponto C em E, entdo:

DB=BE

Consequentemente, aplicando a mesma proposicdo para os segmentos Kl e AF, temos
que:
IJ=JKeAG =GF

Figura 03 — Proposicdo 2 (Arquimedes)

D Cc

>
b

Fonte: Autor, 2013
- Proposicéo 5:
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Se AC é a base de um segmento qualquer de parabola, B é o vértice desse segmento,
DB o seu diametro e, se o didmetro da parébola através de qualquer outro ponto L,

encontrar AC em K e a tangente a parabola em C no ponto I, entéo:
CK IL
— = —, onde demonstra-se que:

KA LK
KI AC
KL AK
Mas % = % = Z—I]{ e sendo GH = CG de forma que:
KI GH
KL~ GJ

Figura 04 — Proposicdo 5 (Arquimedes)

Fonte: Autor, 2013

Esta proporcao pode ser escrita na seguinte maneira:
KI.G] = KL.GH
Tal relagdo também pode ser denominada como a “Lei da Alavanca”, obtida pelo
proprio Arquimedes em seu livro “Sobre o Equilibrio de Figuras Planas”, representada

geometricamente a seguir:

Figura 05 — Método da Alavanca (Arquimedes)

Fonte: Autor, 2013
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Arquimedes se utiliza da intuicdo geométrica para concluir o raciocinio de sua
descoberta que consiste na seguinte situacdo: variando o ponto L ao longo do arco da
parabola ALBC, obtemos o triangulo AFC como unido de todos os segmentos do tipo Kl
e 0 segmento de parabola como uniédo de todos os segmentos do tipo KL.

O triangulo ABC (reunido dos infinitos segmentos KI) se equilibrard onde ele se
encontra com o centroide X e o segmento de pardbola ABC (reunido dos infinitos

segmentos KL) com seu centroide em H, conforme figura a seguir:

Figura 06 — Equilibrio de figuras planas (Arquimedes)

Fonte: Autor, 2013

O centro de gravidade (baricentro) do triangulo AFC é dado por:
_GC GH

GX =
3 3

A éarea do triangulo AFC é guatro vezes a area do triangulo ABC, pois pela Proposicdo
2, BD = BE. Sendo AF // DE, os triangulos BCD e GCA sao semelhantes pelo caso AA
(4ngulo-angulo).

Portanto, % = % e AG = 2.BD.

Como AG = GF, temos que AF = 4.BD.

Com isso, Apapc = 4. Apspc-

Sendo A4rc a area do triangulo AFC e A,, a area do segmento parabdlico, pela
lei do equilibrio da alavanca:

AAABC' GX = Ap. GH

Como GX = % € Aparc = 4. Apppc, t€MOS que:

GH 4
4'. AAABC'? == Ap. GH (=1 Ap == §AAABC
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Com isso, Arquimedes partindo do resultado encontrado pelo método mecénico,
demonstrou que a area do segmento parabolico € igual a quatro tercos do triangulo com

a mesma base e igual altura.

Para a demonstracdo do resultado intuido sobre a &rea do segmento parabdlico,
Arquimedes apresenta o lado rigoroso de sua obra utilizando-se do chamado “método da
exaustdo”, que ja fora utilizado por Eudoxo, argumentado por “dupla reducdao ao

absurdo”.
3 — Andlise e Consideracdes Didaticas

O método descrito anteriormente utilizado por Arquimedes apresenta em sua esséncia
alguns aspectos pertinentes de uma discussdo e analise para o ensino e aprendizagem do
Célculo.

Quanto ao método mecanico criado por Arquimedes observa-se fortemente o apelo aos
sentidos, a imaginacdo e analogia com objetos fisicos (alavancas, equilibrio estatico)
que segundo Poincaré (1995), constitui-se de um valioso instrumento da invencdo do
conhecimento matematico.

Essas descobertas realizadas por Arquimedes embasadas em sua intuicdo geométrica e
posteriormente demonstradas pela dupla reducéo ao absurdo podem ser classificadas por
Fischbein (1987) como intui¢des antecipatorias, pois representavam uma solucéo ainda
preliminar e global do problema (a quadratura da parabola, o volume da esfera) que, por
meio do uso de propriedades e teoremas da geometria formulou-se uma hipétese ligada
ao sentimento de uma certeza (no caso, que a area de um segmento de parabola é quatro

tercos do tridngulo com a mesma base e igual altura).

Quanto a demonstracdo pela dupla reducao ao absurdo utilizada por Arquimedes, alguns
pontos devem ser analisados. Se por um lado, 0 método mecanico que possibilitava a
utilizacdo da intuicdo geometrica pode ser considerado um instrumento de invencéo, a
demonstracdo pela reducdo ao absurdo ndo permite novas descobertas, pois sua
utilizacdo obriga que se conheca previamente o resultado que se deseja demonstrar.

Além disso, o exagero do rigor das demonstragdes utilizando a “reducdo ao absurdo”
nos trabalhos dos matematicos gregos mostrou-se um método complicado que

constituiu um fator que nao permitia a generalizacdes das descobertas de Arquimedes.
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Pode-se concluir que a génese do Calculo Diferencial e Integral esteve presente mesmo
de forma implicita nos estudos de Arquimedes no seculo 11 a.C.

No que diz respeito a reflexbes didaticas, pode-se considerar que o0s métodos e
procedimentos utilizados por Arquimedes faz com que possamos refletir num ensino do
Célculo que favoreca inicialmente o desenvolvimento cognitivo do aluno como o uso de
analogias e da intuicdo na construgdo do conhecimento, seguido da apresentagéo de

exemplos e contraexemplos até a etapa da demonstracao.

O legado deixado pela obra de Arquimedes pode ser observada posteriormente nos
trabalhos de Johannes Kepler (séc. XVI) e Bonaventura Cavalieri (séc. XVII), dentre
outros, que se apropriaram em grande medida da esséncia de algunas ideias intuidas por

Arquimedes.

Portanto, apesar das dificuldades conjuntamente encontradas para um maior
desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral na Antiguidade, pode-se considerar
que os trabalhos de Arquimedes apoiados no método da exaustdo utilizado também por
Eudoxo constituiu a verdadeira “Aurora do Céalculo”, que contribuiu de forma incisiva

nos estudos posteriores.
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