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Resumen

Presentamos los avances de una investigacion que tiene como objetivo general
caracterizar los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos a los procesos de
descripcion, definicién y demostracion, entendidos como actividades cognitivas
relacionadas con la comprension y uso de los conocimientos en el tema de las razones
trigonométricas. En esta primera etapa de la investigacion, elaboramos una
caracterizacion a priori de los procesos mencionados para cada uno de los niveles de
Van Hiele y disefilamos una unidad de ensefianza de las razones trigonométricas en un
entorno de geometria dindmica, tendiente al aprendizaje de conceptos y de los procesos
de descripcion, definicién y demostracion en los estudiantes. En esta comunicacion,
presentamos resultados parciales de la evolucion de los estudiantes en el aprendizaje
de los conceptos y procesos. También presentamos un primer analisis a posteriori de la
caracterizacion propuesta en las primeras actividades.

1. Introduccion

Los alumnos llegan a los niveles superiores con muchas falencias en las competencias
matematicas, debido a los numerosos obstaculos y dificultades que se presentan para
que el proceso de adquisicion de competencias pueda ser exitoso. Una de las
dificultades a las que se enfrentan docentes y estudiantes es la ensefianza y aprendizaje

de la trigonometria.

Diversos autores han contribuido al anélisis de las dificultades en trigonometria, sin
embargo tanto a nivel nacional (MEN, 1998; MEN, 2003, 2006) como a nivel
internacional (NCTM, 2003) no se profundiza en el tema ni se presentan propuestas
para afrontar el problema, lo cual ha llevado a que la trigonometria se ensefie de la

misma forma (lo que esta en los libros de texto) durante los ultimos afos.

Tomando en cuenta lo anterior y con miras a lograr que el estudiante, a partir de
situaciones concretas desarrolle su proceso de razonamiento, que adquiera y comprenda

conceptos y relaciones matematicas que favorezcan el aprendizaje de las razones

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1543



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
v 1] WiWw 3

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

trigonométricas, y sobre todo, que las situaciones planteadas favorezcan el trénsito de
los estudiantes de un nivel de razonamiento a otro superior, nos formulamos la siguiente
pregunta de investigacion: ¢Cuales son los descriptores que caracterizan los procesos
de descripcion, definicion y demostracion en cada uno de los niveles de razonamiento

de Van Hiele de los estudiantes cuando se estudian las razones trigonométricas?
2. Marco conceptual

Las bases teodricas que sustentan la investigacion, se apoyan en: Procesos matematicos,
Modelo de Van Hiele.

2.1 Procesos matematicos

En la actividad matematica desarrollada en el aula de clase, intervienen procesos que se
articulan en la medida que los estudiantes interactian con las diversas situaciones
planteadas. Estos procesos se entienden como actividades cognitivas relacionadas con la
comprension y el uso de los conocimientos. Respecto a estos procesos, tenemos que: la
palabra describir en todos los niveles de razonamiento puede asociarse a listas de
propiedades o caracteristicas de los conceptos, con lo cual entendemos que este proceso
se da si los estudiantes elaboran un listado de propiedades fisicas o las propiedades y
elementos matematicos de los objetos en cuestion (Guillén, 2004); la definicion se
concibe generalmente como un enunciado de las caracteristicas y propiedades
inherentes de un objeto matematico, las definiciones expresan las propiedades que los
caracterizan (objetos); la demostracion se concibe como el proceso que incluye todos
los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o
validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la

veracidad de una afirmacion matematica (Fiallo, 2010)
2.2  Modelo de Van Hiele

El modelo de Van Hiele, esta formado por dos componentes: niveles de razonamiento,
que describen la forma como los estudiantes razonan cuando efectGan diversas
actividades, desde el razonamiento intuitivo hasta el razonamiento abstracto formal y
fases de aprendizaje, que ayudan al profesor a organizar las actividades para que sus

estudiantes puedan avanzar de un nivel de razonamiento al inmediatamente superior.
2.2.1 Niveles de Razonamiento

El modelo considera cinco niveles de razonamiento, siendo el dltimo nivel el de rigor, el

cual no se alcanza en la escuela secundaria, por lo que no lo tendremos en cuenta. Es

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1544



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
e 00 Wi

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

caracteristico del modelo el seguimiento de un orden, la adyacencia, las relaciones y el
lenguaje, ademas, el paso de un nivel de pensamiento y conocimiento a otro no va

asociado a la edad y sélo alcanzado un nivel se puede pasar al siguiente.

Nivel 1 Reconocimiento: los estudiantes razonan sobre conceptos bésicos, tales como
formas simples, principalmente por medio de consideraciones visuales del concepto
como un todo (Burger y Shaughnessy, 1986). Describen las propiedades y elementos
fisicos de los objetos matemaéticos, no hay razonamiento matematico, por lo que no

realizan ningun tipo de demostracion (Gutiérrez, 2007).

Nivel 2 Andlisis: los estudiantes razonan sobre los conceptos por medio de un analisis
informal de las relaciones y propiedades, se establecen las propiedades necesarias del
concepto (Burger & Shaughnessy, 1986). Usan definiciones de estructura logica simple,
construyen definiciones a partir de un listado de las propiedades conocidas (Gutiérrez,
2007), realizan demostraciones de tipo empirico ingenuo, experimento crucial basado en

ejemplo, experimento crucial constructivo y ejemplo genérico analitico (Fiallo, 2010)

Nivel 3 Deduccion informal: Ordenan I6gicamente las propiedades de los conceptos,
construyen definiciones abstractas y pueden distinguir entre la necesidad y suficiencia
de un conjunto de propiedades al determinar un concepto (Burger & Shaughnessy,
1986). Usan cualquier tipo de definicion (Gutiérrez, 2007). Realizan demostraciones de
tipo ejemplo genérico intelectual, experimento mental transformativo y experimento

mental estructurado (Fiallo, 2010)

Nivel 4 Deduccion formal: El estudiante razona formalmente dentro del contexto de un
sistema matematico, completo, con términos indefinidos, axiomas, un sistema logico
subyacente, definiciones y teoremas (Burger y Shaughnessy, 1986). Admite la
existencia de definiciones equivalentes, puede demostrar la equivalencia de definiciones

(Gutiérrez, 2007). Las demostraciones son de tipo deductiva formal (Fiallo, 2010).
2.2.2 Fases de aprendizaje
Segun Crowley (1987), las caracteristicas de las fases de aprendizaje son:

Fase 1 Informacién: En esta etapa inicial el profesor y los estudiantes conversan y

realizan actividades sobre los objetos de estudio de este nivel.

Fase 2 Orientacion dirigida: Los estudiantes exploran el tema de estudio a través de los
materiales que el profesor ha ordenado cuidadosamente. Estas actividades deben revelar

gradualmente a los estudiantes las estructuras caracteristicas de este nivel.
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Fase 3 Explicacion: Apoyandose en sus experiencias previas, los estudiantes expresan e
intercambian sus incipientes puntos de vista acerca de las estructuras que han

observado.

Fase 4 Orientacion libre: Los estudiantes encuentran tareas mas complejas, tareas con

muchos pasos, tareas que se pueden realizar de varias formas y actividades abiertas.

Fase 5 Integracion: Los estudiantes analizan y resumen lo que han aprendido, con el fin

de tener una vision global de la nueva red de objetos y relaciones

2.3 Unidad de ensefianza de las razones trigonométricas en un entorno de

geometria dinamica.

Se plantea una unidad de ensefianza conformada por 4 actividades: Razones
trigonométricas para triangulos rectangulos, Razones trigonométricas para angulos en
posiciébn normal, Representaciones lineales y visualizacion de las razones
trigonométricas e ldentidades Pitagoricas. Tiene como caracteristica una ensefianza
basada en el descubrimiento guiado apoyado en el uso de software de geometria
dindmica. A partir de las interacciones con el software, los estudiantes pueden hacer
descripciones de lo que observan en la pantalla, realizan generalizaciones que los llevan
a usar y comprender definiciones, con las cuales paulatinamente elaboran
demostraciones cada vez mas formales. Cada actividad cuenta con un archivo dinamico,
que se enfoca como herramienta de visualizacion, exploracién y analisis de relaciones y

propiedades trigonomeétricas.

Las actividades se organizaron utilizando las fases del Modelo de Van Hiele. En la
explicitacion se proponen discusiones grupales que promuevan la participacion,
intercambio de resultados, adquisicion de vocabulario, realizar conexiones entre
conceptos y procesos de razonamiento, y la comprension de conceptos y propiedades de
las razones trigonométricas. Para la integracion, se propone completar un mapa
conceptual de modo que puedan organizar los conceptos, sus relaciones y propiedades.
Los niveles de Van Hiele se tienen en cuenta para la caracterizacion de los descriptores
de los procesos en cada una de las actividades (Ver Anexo 1 Caracterizacion de los

descriptores primera actividad).
3. Aspectos metodoldgicos

La investigacion, de tipo cualitativo, se est llevando a cabo con 35 estudiantes de 10°

grado (14 — 16 afios), de la Institucion Educativa Luis C. Galan de Bucaramanga. La
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implementacion de la unidad se realiza durante el horario normal de clases en el aula de

informatica (5 horas semanales), en grupos de dos estudiantes por computador. La

recoleccion de los datos se hace a través de video grabacion a dos grupos de estudiantes

y lo escrito en las hojas de trabajo. A partir de las actuaciones de los estudiantes en la

interaccion con el computador, con los compafieros y con el investigador, y lo escrito,

se obtienen datos cualitativos que son analizados para construir la caracterizacion de los

descriptores de los niveles de razonamiento. La investigadora es a la vez docente del

grupo, orienta las actividades a todo el curso, con la colaboracion de un auxiliar

(estudiante de ultimo semestre de Licenciatura en Matematicas de la Universidad

Industrial de Santander) quien conoce las actividades y el objetivo de la investigacion.

4, Avances

Hasta el momento se ha experimentado la primera actividad, por lo que se ha podido

afinar la caracterizacion propuesta para cada uno de los procesos de la siguiente manera:

Proceso de descripcion:

Proceso de definicion:

Proceso de demostracion:

descripciones de los elementos y
propiedades de los triangulos rectangulos
valiéndose de dibujos, utilizacion de las
manos para describir conceptos, el uso de
un lenguaje coloquial (palabra trayectoria
para referirse a la amplitud de los
angulos), tendencia a describir en forma
estatica lo que observaban en la pantalla
del computador

En esta actividad no se observo la
formulacion de definiciones. Usa las
definiciones de las razones
trigonométricas para incluirlas en sus
demostraciones

Las demostraciones fueron de tipo
empirico ingenuo  (usan  ejemplos
encontrados en la pantalla y escogidos sin
ningun criterio), demostraciones del tipo
experimento crucial (solo tienen en
cuenta los casos en que los éangulos
median 0° y 90°). Uso de argumentos
numéricos (divisiones entre ndmeros
observados en la pantalla), utilizacion de
argumentos geométricos (amplitud de los
angulos).

Tabla 1 Procesos de descripcion, definicion y demostracion.

Presentamos algunos ejemplos que nos permitieron afinar la caracterizacion inicial:

Actividad 1, pregunta 2c: ;Existen otros triangulos rectangulos con medida del angulo

igual a 32° y medida de sus catetos e hipotenusa diferentes? JUSTIFICA TU

RESPUESTA.

e Jen hipateno Se
a ko

vaue S Jf.'.":':‘_"".‘.w SENPU & i

y lan cxbebun owumentas
S Forr

En este ejemplo el estudiante utiliza un dibujo para justificar su respuesta, se observa la

construccion de flechas para indicar que el tamarfio de los lados aumenta y el uso de la

palabra “trayectoria” para referirse a la amplitud del &ngulo (descripcion de nivel 1).
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Actividad 1: Pregunta 2.1 Abre el archivo ACT 1, elabora una descripcion de lo que
observas en este archivo y halla las razones entre los lados del triangulo ABC. Nombra
cada razon con su respectivo cociente entre los lados del triangulo, por ejemplo BC/AB.

La imagen del archivo se muestra a continuacion:
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/
llustracion 1 Actividad 1
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En este ejemplo observamos la descripcion de lo que estudiante encuentra en el archivo,
escribe valores para las razones trigonométricas, haciendo una descripcion estatica de
estas, a pesar de que al arrastrar los puntos D y C en el archivo observa cambios en el

triangulo y en los valores de las razones. La descripcion corresponde al nivel 2.
Actividad 2, pregunta 2.2: ;Qué sucede con los valores de las razones cuando varia el

angulo entre 0° y 90°? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado.

‘ 'Po o VeY qv€ JonyoRen AB/CBiC 1 exlaen 0 su mediden
ég{gggf’ ,é%}“ &v> co?'r\w Sxraen eAe«{w UQ"”Z\Me S48 Je su voRoneS d, €30
qu-eye ec) C‘ \,‘\‘\\\\") d

Pregunta 2.3 Explica por que es verdadera tu conjetura planteada en 2.2

"\R/{'R PUX',, VeV 4 UE el Ag - *,s'ﬂ - 1o 4,‘] ™ D}
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En este ejemplo observamos que la demostracion de la conjetura que hace el estudiante
se basa en lo que sucede en los angulos 0° y 90°, ademas utiliza como argumentos los
resultados de las divisiones de los valores de los lados del triangulo en cada caso. Esta

demostracion corresponde a un experimento crucial y al nivel 2.
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5. Conclusiones

Los procedimientos desarrollados mediante la implementacion de la primera actividad,
permitieron a los estudiantes avanzar en sus niveles de razonamiento, se pudo observar
como mediante la descripcién de los archivos, los estudiantes fueron generalizando
propiedades y usando definiciones que los llevaron a adquirir habilidades en la
demostracion. El analisis cualitativo permitid establecer categorias emergentes para la
descripcion inicial propuesta de los niveles de Van Hiele con lo cual se ha ido
perfeccionando la caracterizacion. Las plenarias favorecieron la comprension de
conceptos y propiedades que descubrieron con la utilizacion del software, se ha visto
progreso en el avance lo numérico hacia lo algebraico y en la elaboracion de

demostraciones mas formales.
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angulos internos y externos del triangulo por
medio de dibujos a mano alzada o con
herramientas, utiliza partes de su cuerpo para
describir angulos, en su lenguaje usan
palabras como trayectoria para referirse a la
amplitud de un angulo.

Tendencia a describir en forma estatica lo que
observa en la pantalla, por ejemplo escribe
valores de las razones o de los lados de los
triangulos a pesar de observar construcciones
dindmicas.

Identifican las seis razones trigonométricas en
el tridngulo rectangulo y las describen como
“cocientes” entre los lados del triangulo
rectangulo.

16 al 20

lados del tridangulo rectangulo.

e Reconocen que el valor de las razones trigonométricas de un tridngulo
depende de la amplitud de los dngulos del tridngulo pero no depende de
las longitudes de sus lados. En su lenguaje usan la palabra amplitud

® Reconocen con ayuda de SGD que las razones trigonométricas seno y
coseno varian entre cero y uno; tangente y cotangente entre cero e
infinito; secante y cosecante entre uno e infinito.

e Reconocen que seno y cosecante; coseno y secante; tangente y
cotangente son reciprocas respectivamente.

e Reconocen que los angulos agudos del tridangulo rectdngulo son
complementarios.

o Reconocen con ayuda de SGD que: sen(4) = cos(50— A);

cos(A) = sen(90— A); tan(d) = cot(30 — 4,

sen

tanf4) = ==&

e Reconocen que:

Montevideo, U
de setiembre de

Usan las definiciones de las razones trigopnométricas del triangulo
rectangulo:

® Relaciona las definiciones de las razones
trigonométricas en el tridngulo rectangu

- apuesto - adyvacentz - apuesto . ., .
)= | = | = —=—
Uso de definiciones sen(A) F—— cos(A) F—— tan(A) r——— cociente y como relacién entre magnitug
- ras - i 4 __ hipotemc ositivas.
CO‘tCJ!U: advacents SEC[AIthDn“u“ CSCI:AJ: [potencsa p
: apuasta y adyacentz Spuasts
. - . dyac
Comprenden las definiciones:sen(a) = —E252 . pagry) o ZyamentE
hipatznusa hipatenusa
. Fen{d) . . .
tan(d) = —— dvacente Conjunto de propiedades necesarias y
cos(A) cot(d) = S Encontrar relaciones entre las razones tr
Formulacién de ) Reconocen con ayuda de SGD
definiciones sec(A) = Lpetans cse(A) = Mo sen(d) = cos(90— 4); cos(4) = se
: adyacentz Spuasts

tan(A) = cot(90 — 4);

Demostracion

Realizan demostraciones empiricas (Empirica Ingenua, Experimento crucial,
Ejemplo Genérico Analitico):
Uso de ejemplos que encuentra en la pantalla para demostrar la variacion de
las razones trigonométricas. También utiliza ejemplos cruciales en cero
grado y en noventa grados para observar los valores especificos de las
razones con los cuales demuestra su variacion
e Demuestran que las razones trigonométricas seno y coseno varian entre
cero y uno; tangente y cotangente entre cero e infinito; secante y
cosecante entre uno e infinito
e Demuestran que seno y cosecante; coseno y secante; tangente y
cotangente son reciprocas respectivamente.
e Las propiedades reconocidas de las razones trigonométricas:
sen(d) = cos(90 — 4); cos(d) = sen(90—AJ;
tan(A) = cot(30 — 4);

tan(4) = —

e Demuestran que: o
oAl

Realizan demostraciones empiricas (Eje

Intelectual)

Realizan demostraciones deductivas (Expe

e Demuestran que las razones trigonomét
coseno varian entre cero y uno; tangent
entre cero e infinito; secante y cosecant
infinito

e Demuestran que seno y cosecante; cose
tangente y cotangente son reciprocas re

e Las propiedades reconocidas de las razo!
trigonométricas: sen{A) = cos{30— 4]
cos(4) = sen(90— A4); tan{d) = cof

tan(d) =

san Al
o Demuestran que: —=

cos{A)
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