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Resumen

Segun la ley de los Grandes NUumeros, dada una variable aleatoria X, si se obtiene una
cantidad suficientemente grande de valores de X, el diagrama de bastones de las
frecuencias relativas se aproxima al histograma de la variable X. Las probabilidades
frecuenciales utilizadas en el diagrama definen la distribucion de probabilidad
empirica u observada de X y la funcion fX es llamada la distribucion tedrica de X. El
presente taller plantea actividades que, a través de la simulacion de algunos
experimentos aleatorios utilizando Excel, evidencien: la relacion entre las
distribuciones empirica y tedrica, y la estimacion de distribuciones de variables
aleatorias.

1. Introduccion

Dado un experimento y un evento determinado A, la probabilidad de A es la medida de
posibilidad de que ocurra A. Para que la probabilidad sea util debe existir una
correspondencia entre la probabilidad y la realidad, es decir, si el experimento se repite
varias veces, la frecuencia relativa observada (probabilidad frecuencial) con que ocurre
un evento debe ser cercana a la medida de la posibilidad de que ocurra. Donde la

# de experiment os donde el evento ocurre

probabilidad frecuencial es - -
# de experiment os realizados

La Ley de los Grandes Numeros establece que: Dado un experimento, sea A un evento,
si el experimento se repite un nimero suficientemente grande de veces, entonces la

probabilidad frecuencial de A serd muy cercana al valor real de la probabilidad.
Asi, si se generan una cantidad suficientemente grande de valores de una variable
aleatoria X, la frecuencia relativa de los valores observados de X que se encuentran en

un intervalo | se aproxima a la probabilidad tedrica de P(X€l).

¢Como generar valores aleatorios de X? Actualmente, el avance que han tenido los

ordenadores han permitido el desarrollo de varios software que permite la
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implementacion de simulaciones de forma rapida de una cantidad considera de valores

de una variables aleatorias.

El presente taller plantea actividades que, a través de la simulacion de algunos
experimentos aleatorios utilizando Excel, evidencien: la relacion entre las distribuciones
empirica y teorica, y la estimacion de distribuciones de variables aleatorias. Este
propuesta, basada en la simulacion en Excel, se complementa con los trabajos Sanabria
& Ndufez (2010) y Sanabria & Nufiez (2011).

2. Algunos conceptos importantes
Seguidamente se presentan los fundamentos tedricos de variables aleatorias discretas,
indicados en Sanabria (2012), Devore (1998) y Walpole et al (1999).

Definicion. Variable aleatoria discreta (v.a.d.) Se dice que X es una variable aleatoria

discreta si X es variable aleatoria cuyo rango Rx es finito o infinito numerable.

Recuerde que dada una experiencia aleatoria, el espacio muestral Q es conjunto de
posibles resultados, un evento es un subconjunto de Q, y la probabilidad P asigna un

valor entre 0 y 1 a cada evento, este valor mide la posibilidad de que suceda el evento.

Dada la variable aleatoria X:Q—IR, el objetivo es calcular probabilidades para los
valores de la variable, especificamente sobre el rango de la variable. Por ejemplo, si X
es el nimero de escudos obtenidos al lanzar una moneda cinco veces, puede ser de
interés calcular la probabilidad de que X=1 o de que X=5. Para ello se utiliza el calculo
de probabilidades desarrollado en Q identificando, por ejemplo, X=1 con un evento
ACQ:

El evento A es el conjunto de preimagenes que son enviadas a 1, es como observar el

valor X=1 desde Q, donde se tiene la teoria de probabilidad desarrollada. Asi, es
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intuitivo definir la probabilidad de que X=1 por P(X=1)=P(A). Seguidamente se
establece la notacién que identifica conjuntos de valores en el rango de una v.a.d. X con

eventos en Q.

Notacion. Dada una v.a.d. X:Q—R, sea me Rx. Se tomara en cuenta la siguiente
notacion de eventos:

1. X=m es el evento {e€Q | X(e)=m}

2. X<m es el evento {e€Q | X(e)<m}

3. X<m es el evento {€€Q | X(e)<m}=(X<m)U(X=m)

Similarmente se definen los eventos X>k y X<k.

Definicion. Sea X una v.a.d. con espacio muestral Q, sea P una probabilidad sobre Q.
La funcion fx: Rx —R definida por fx(m) = P(X=m) es llamada funcion de distribucién
de probabilidad para X. La funcion fx también se denomina ley de probabilidad o

funcién de densidad.

Note que si m#n, entonces los eventos X=m y X=n son eventos disjuntos, pues como X
es una funcion, no existe una preimagen que se envie al valor m y también al valor n.
Por lo tanto, P((X=m)u(X=n))=P(X=m)+P(X=n)

Esto facilita mucho el célculo de probabilidades. Por ejemplo, si X es una v.a.d. con
rango Rx={1,2,3,4,5}, entonces P(X<3) = P((X=1)U(X=2)U(X=3))
= P(X=1)+P(X=2)+P(X=3) = fx (1)+ fx(2)+ fx (3).

Ejercicio. Se lanza un dado tres veces. Sea X el numero de lanzamientos en los que se
obtuvo un resultado multiplo de tres.

1. Determine el rango de X.

2. Halle la funcion de distribucion de probabilidad de X.

3. Realice el histograma de la v.a.d. X.

4. Determine la probabilidad de obtener menos de dos multiplos de tres.
Ejercicio. (¢Qué sucede si el rango no es finito?) Sea X una v.a.d. con funcién de
probabilidad fx definida por fx (x)=1/2%, con x=1,2,3,...

1.Verifique que fx tiene las condiciones necesarias de una funcion de
probabilidad.
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2.Determine P(n<X<S8).
3.Halle la probabilidad de que el valor de X sea mayor a 3.

Los ejercicios anteriores evidencian la utilidad que tiene la funcion de distribucion para
calcular probabilidades. Sin embargo, en ciertas ocasiones el uso directo de fx para
calcular probabilidades puede ser insuficiente, por ejemplo, si Rx =N e interesa calcular
la probabilidad de que 11<X<100. Para solucionar dicho problema se utiliza la funcion

de distribucién acumulada.

Definicion. (Funcién de distribucion acumulada de probabilidad de una v.a.d.) Sea
X una v.a.d. y fx una ley de probabilidad para X, se dice que Fx:R—R es una funcién

de distribucion acumulada de probabilidad, o de masa, para X si

Fo(m)= > f, (k)= D P(X =k)=P(X <m)

keRy keRy
k<m k<m

Ejercicio. Sea X el nimero de lanzamientos en los que se obtuvo par al lanzar un dado
tres veces.

1. Determine la funcion de distribucion acumulada para X y grafiquela.

2. Calcule P(X>2).
Teorema. (Caracteristicas de la funcion de distribucion acumulada) Sea X una v.a.d
y Fx la funcién de distribucion acumulada de probabilidad de X. Se cumple que

1. Fx (x)=0, para todo xER

2. Fx es creciente

3.P(X>m)=1- Fx (m) para meR.

4.P(a<X<b)= Fx (b)- Fx (a), para a,beR con a<b.

5. Fx (Xn)= Fx (Xn)- Fx (Xn-1), para todo x,ERx que no sea el minimo de Rx.

Definicidon. (Esperanza) La esperanza, media o valor esperado de una v.a.d. X es el
promedio ponderado de los valores del rango de X segun las probabilidades de que X
tome cada uno de estos valores. Asi, si X es una v.a.d. con funcion de probabilidad fx

tal que > k|f (k) converge, se define la esperanza de X por
keRy

E(X) =1 = S, )

keRy
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3. Simulacion para variables aleatorias discretas

Segun la ley de los Grandes NUmeros, dada una variable aleatoria X, si se obtiene una
cantidad suficientemente grande de valores de X, el diagrama de bastones de las
frecuencias relativas se aproxima al histograma de la variable X. Las probabilidades
frecuenciales utilizadas en el diagrama definen la distribucién de probabilidad empirica
u observada de X y la funcion fx es llamada la distribucion teérica de X. Asi, cuantas
mAas veces se repita la experiencia aleatoria, la distribucion empirica estara mas cerca de

la distribucién tedrica.

Ejercicio. Se lanza una moneda tres veces. Considere la v.a.d. X definida como el
numero de lanzamientos en los que se obtuvo escudo.

1.Determine la funcién de distribucién de probabilidad de X.

2.Utilice simulacion en Excel para obtener 200 valores aleatorios de X. Halle
una funcién de probabilidad empirica de X a partir de estos valores.

3.Realice el diagrama de bastones de las frecuencias relativas observadas y el

histograma de X.

El ejercicio anterior evidencia la utilidad que tiene la simulacion para hallar
aproximadamente la funcién de distribucion fx de una v.a.d. X, especialmente si esta es

dificil de encontrar.

Otra utilidad que tiene la simulacidn es utilizar la funcién de distribucién de una v.a.d.
X para determinar la probabilidad de un evento asociado al valor de X.
Especificamente, el método de Montecarlo consiste en asignar valores a las variables
aleatorias segun su distribucion acumulada y el valor obtenido en un nimero aleatorio

entre 0 y 1 (random de una computadora).

Ejercicio. En un torneo entre cuatro equipos del grupo A se tienen las siguientes

puntuaciones

Equipo Puntos
San José 24
Alajuela 22
Cartago 21
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Heredia 19

De este grupo solo clasifican dos equipos a la siguiente fase y falta un partido para cada

equipo: San José vs Cartago, Alajuela vs Heredia.
Si un equipo gana, obtiene tres puntos; si empata, un punto, y se pierde, cero puntos.
Considere las variables

X : de puntos que obtiene San José ante Cartago

Y : de puntos que obtiene Alajuela ante Heredia

Mediante un modelo se platearon las siguientes distribuciones de probabilidad para

dichas variables

025 si m=0 035 si m=0
f.(m)=4{03 si m=1, f,(m)=403 si m=1
045 si m=3 035 si m=3

Determine, utilizando el método de Montecarlo, la probabilidad de que clasifique
Alajuela.
Ejercicio. EI Ministerio de Salud esta preocupado por la cantidad de nifios con obesidad
en el pais. Un estudio realizado en familias con dos nifios determiné que la probabilidad
de que ninguno de ellos tenga obesidad es del 25%; de que solo un nifio padezca esta
enfermedad es del 30%, y de que ambos sean obesos es del 45%. Sea X el nimero de
nifios obesos en una familia con dos nifos.

1.Determine la esperanza de X.

2.Interprete el valor de la esperanza.

3.Determine empiricamente una aproximacion a la esperanza de X utilizando

simulacion en Excel.

Ejercicio. Cuatro equipos clasificaron a la etapa eliminatoria con los puntajes:

Equipo Puntos
A 37
B 33
C 32
D 28

Estos equipos se enfrentaran de la siguiente forma para definir el campedn del torneo:
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Como es una fase eliminatoria, en cada partido se gana o se pierde.

a. Considere la v.a.d. X que toma el valor 0 si A gana y el valor 1 si A pierde.
Similarmente, considere las variables Y y Z asociadas a los otros encuentros. Realice un
modelo que le permita determinar las funciones de distribucion de probabilidad de las
variables X,Y,Z utilizando como base los puntajes con gque los equipos clasifican.

b. Utilice el método de Montecarlo para determinar aproximadamente la

probabilidad de que cada equipo sea campedn.

Ejercicio. Sea X una v.a.d. cuya funcion de distribucion es

01 si m=0
f . (m)=403 si m=1
06 si m=2

Determine empiricamente una aproximacion de la esperanza de X y la esperanza de

Y=12X-4 utilizando simulacién en Excel.

El juego M Tres consiste en lanzar varias veces un dado hasta obtener un multiplo de
tres. Sea X el niumero de lanzamientos realizados antes de obtenerlo.

1.Determine fx, Fx y E(X).

2. Determine empiricamente una aproximacion a la esperanza de X utilizando
simulacion en Excel.
4. Conclusién
A través de las simulaciones hechas en Excel y bajo ciertas consideraciones teoricas, se
logra generar una cantidad considerable de valores de una variable aleatoria discreta X

que permiten estimar probabilidades sobre Xy el valor esperado X.
La utilizacion de este trabajo en los cursos de probabilidad permitira introducir a los

estudiantes en la probabilidad numérica como una opcion para el calculo de

probabilidad, ademas de la probabilidad tedrica o algebraica.
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Ademas, el uso de la simulacion permite mantener ligado el concepto de probabilidad
con su utilidad practica gracias a la Ley de los Grandes NUmeros.
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