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Resumen

La comunicacion breve evidencia resultados parciales del proyecto de investigacion
Processo de Ensino e Aprendizagem em Matemdtica em ambientes tecnologicos
desarrollado por investigadores del grupo Diddctica de las Matemdticas (DIMAT) de la
Pontificia Universidad Catélica del Perii y del grupo Processo de Ensino e Aprendizagem
em Matemdtica (PEA-MAT) de la Pontificia Universidad Catélica de Sao Paulo/Brasil.
Presentamos uno de los cuatro encuentros de la formacion en geometria que realizamos
con dieciséis docentes peruanos de Educacion Bdsica Regular-nivel secundario.
Analizamos una tarea de la secuencia basados en el Enfoque de Parzysz que determina los
procesos y mecanismos relacionados con la ensefianza y con el aprendizaje de la
geometria y propone una clasificacion o tipos de geometria que considera los objetos como
fisicos o teoricos y los modos de validacion perceptiva y deductiva. En la tarea que
analizamos, los docentes utilizan diversas estrategias de resolucion y realizan un andlisis
matemdtico y diddctico la misma. En cuanto a los resultados, observamos que los docentes
utilizan estrategias de resolucion del tipo GI-geometria concreta 'y G2-geometria proto-
axiomdtica, en el sentido de Parzysz, sin embargo muestran dificultad en identificar qué
tipo de validaciones estdn utilizando y se les hace dificil elaborar una estrategia en GO.
Introduccion

El presente articulo forma parte del proyecto internacional Processo de Ensino e
Aprendizagem em Matemdtica em ambientes tecnologicos desarrollado entre investigadores
de la Pontificia Universidad Catdlica del Perd (PUCP) y la Pontificia Universidad Catdlica
de Sao Paulo (PUC-SP). Este proyecto internacional tiene como propdsito, entre otros

analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas; proporcionar
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herramientas tedricas al trabajo de profesores de matemaéticas e investigadores en educacion

matematica y producir conocimiento en el adrea de formacion de profesores de geometria.

Formacion de profesores y los tipos de validacion

Sobre formacion continua de profesores nos basamos en André (2000) que explica que este
tipo de formacion es considerada indispensable para el profesor tanto para actualizar
conocimientos y técnicas del drea en la cual trabaja, como para desarrollar competencias y
actitudes.

Ademads, presentamos aspectos del enfoque de Parzysz (1989) que sirve de fundamento
tedrico para esta investigacion y que estudia los procesos y mecanismos relacionados con la
enseflanza y con el aprendizaje de la geometria en la Educacion Basica Regular. Para lo
cual plantea una clasificacion o tipificacion que toma en cuenta los objetos en el juego
como fisicos o teoricos y las formas de validacidon como perceptiva o deductiva. El
investigador, presenta la siguiente clasificacion: Geometria Concreta (GO) en el que se
parte de la realidad, de lo concreto y es donde los objetos matematicos en estudio son
materializados; Geometria Espacio-gréifica (G1) es la geometria de representaciones
figurales y graficas; en la que los objetos son bidimensionales. La justificacion de las
propiedades de los objetos representados es hecha por lo que se ‘ve’; Geometria Proto-
axiomatica (G2), en este tipo los objetos son tedricos y las demostraciones son hechas a
partir de propiedades y/o caracteristicas de los mismos, no habiendo la necesidad de
explicitar un sistema de axiomas. En este tipo, las validaciones son realizadas por medio de
propiedades del objeto matemaético representado; Geometria Axiomatica (G3) en la que las
demostraciones son puramente axiomaticas.

De acuerdo con el investigador, en GO y G1 los objetos son concretos y las justificaciones y
validaciones son perceptivas, mientras que en G2 y G3 los objetos son tedricos y las
validaciones son deductivas.

Ademaés, Parzysz (2001;2006) menciona que se debe tomar en cuenta que este enfoque
tedrico no describe un desarrollo progresivo de niveles de geometria, sino que permite
identificar los tipos de geometria que se evidencian al resolver un problema que envuelve
dichos contenidos.

Desarrollo de la investigacion con profesores en formacion
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Con base en los aspectos mencionados en el item anterior, presentamos el desarrollo de la
investigacion. Para ello, explicamos el contexto en el que la misma se realiza.

En el marco del proyecto internacional Processo de Ensino e Aprendizagem em Matemdtica
em ambientes tecnologicos (PUCP/PUC-SP) que consta de tres grandes areas: Geometria,
Algebra y Estadistica, la presente investigacién forma parte del 4rea de Geometria,
especificamente se basa en el trabajo que se desarroll6 en una formacién con dieciséis
profesores peruanos de Educacion Bésica Regular el 2015 y que consté de cuatro
encuentros de 3 horas cada uno a cargo de los investigadores de la PUC-SP con
colaboracion de investigadores de la PUCP.

Presentamos concretamente el primer encuentro de esta formacién (ver Tabla 1) que consta

de dos tareas.

Tabla 1
Estructura del encuentro 1

Tarea Nombre de la tarea
1 Una introduccidn al estudio de diferentes
geometrias
2 Menor distancia

La Tabla 1 muestra las dos tareas que presentaremos en este articulo. En la primera tarea
llamada ‘una introduccién al estudio de diferentes geometrias’ los investigadores-
formadores explicitan aspectos del enfoque tedrico de Parzysz (1989) que les sirve de base
para la segunda tarea llamada ‘menor distancia’ en la que se solicita a los docentes
participantes realizar un andlisis matematico y didactico de la misma.

En relacidn a la colecta de datos, estos fueron colectados por medio de fichas de trabajo y
grabacion de video.

Desarrollo de la tarea 1

Presentamos la tarea 1 que se les presento a los docentes en formacidn y con la que se
realiz6 la introduccion de los tipos de geometria y validaciones.

Tarea 1: Una introduccion al estudio de diferentes geometrias

Probar/demostrar que la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridngulo es

igual a 180°. ;Cudl seria la estrategia de resolucion ubicada en: GO, G1, G2, G3?
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Con base en esta tarea los docentes realizan las posibles soluciones de acuerdo a los
diferentes tipos de geometria, asi se espera que se pueda confeccionar un tridangulo de papel
y luego recortar con una tijera los tres angulos, formando con ellos un semicirculo. En este
caso, el docente estd en GO que corresponde a la geometria concreta, porque manipula un
pedazo de papel, construye un triangulo lo recorta y con sus colegas, discute, y visualmente
valida que la suma de los dngulos internos de un triangulo cualquiera es 180°.

Por otro lado, si se utiliza un ambiente de representaciones dindmicas (ARD) como es el
Geogebra, que de acuerdo con las de Silva y Salazar (2012) y Salazar y Almouloud (2015)
permite hacer conjeturas e interpretar propiedades que caracterizan a las figuras
geométricas representadas. Para que el docente construya el triangulo ABC puede utilizar
distintas herramientas del Geogebra como por ejemplo, la herramienta ‘4ngulo’ para medir
los tres dngulos, la funcidn arrastre para cambiar de posicion y las medidas
(proporcionalmente) de la longitud de sus lados y observar que la suma de las medidas de
los dngulos internos es siempre 180°. También puede comparar su resultado con el
resultado de sus colegas, etc. en este caso el docente esté en el tipo G1 (geometria espacio-
gréfica), pues conjetura el resultado y lo comprueba empiricamente en la comparacion con

los resultados de otros sujetos.
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Figura 1.Solucién en G1
Si el docente (ver Figura 2, en la que también utiliza Geogebra), traza una recta paralela en
uno de los lados y sefala que las retas paralelas determinan dngulos alternos internos
congruentes para probar que la suma de las medidas de los dngulos internos de un tridngulo
es igual a 180°, el docente estard en la geometria proto-axiomética (G2), pues traza una
recta paralela usa la congruencia de los dngulos alternos internos y realiza deducciones en

base a estos trazos auxiliares realizados en la misma figura.
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Figura 2. Solucién en G2
Cuando el docente realiza una demostracion basada en un sistema axiomatico de referencia

entonces estd en G3 (geometria axiomatica). Después de presentada esta tarea introductoria,
se realiz6 una discusion didactica de cada tipo de geometria, en la que los docentes
expresaron que las validaciones en los tipos G1 y G2 les son mas familiares y son las que
utilizan en su préctica al ensefiar este tema de geometria y que resolver esa tarea en GO les
resulta dificil. Percibieron también, que sus estudiantes de nivel secundario (12 a 15 afios)
cuando resuelven este tipo de tareas realizan, por lo general, validaciones perceptivas (GO y
G1). En armonia con el enfoque tedrico de Parzysz (1989) observamos que lo percibido
pauta (conjetura) y controla (verificacion) lo sabido, pero no lo comanda.

En seguida, presentamos la tarea ‘menor distancia’ en la que se pide hacer un analisis
matematico didactico. La reflexion didactica fue realizada por los docentes e investigadores
que participaron en la formacion.

Tarea 2: Menor distancia

Los paralelogramos ABCD y LMNO de la Figura 3 son tales que AB = LM. ;Los dos

paralelogramos tienen la misma medida de 4rea y de perimetro? Justifique sus respuestas.

Realice un andlisis matemdtico y diddctico de la tarea.

Figura 3. Tarea “menor distancia”
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Presentamos a continuacion, el desarrollado de la tarea 2. Tomamos como ejemplo lo
trabajado por el docente que llamamos de Jorge.

Jorge basado en la figura dada, realiz6 la Figura 4 que se muestra a continuacion:

st

Figura 4. Tarea realizada por Jorge

En la Figura 4, en cuanto a que dadas las condiciones de la tarea los paralelogramos ABCD

y LMNO tienen la misma area, el profesor Jorge en la misma figura muestra que utilizando

conocimientos matematicos de congruencia de tridngulos, segmentos, dngulos, etc. Lo que

muestra que utiliza la estrategia que el mismo docente identificd, en Geometria Proto-

axiomatica (G2), porque utiliza propiedades y el discurso matematico esta en la misma

figura.

En cuanto al area y perimetro, se muestra en la Figura 5, el docente se basa en el enunciado

de la tarea y en el discurso que €l elabor6 en la figura (ver Figura 4) para explicar que las

aéreas de los paralelogramos ABCD y LMNO tienen la misma medida.
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Figura 5. Medida de 4rea realizada por Jorge
En relacion al perimetro (ver Figura 6) el profesor Jorge con base en el desarrollo anterior y

utilizando representaciones algebraicas y propiedades de dngulos afirma que los perimetros

no son iguales.
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Figura 6. Perimetro de los paralelogramos

Notamos que para que este desarrollo esté configurado el G2, las validaciones deben ser
deductivas y no perceptivas y por la afirmacion que realiza el docente su validacién
corresponderia al G2.
Conclusiones
Observamos que los docentes participantes de la formacién, como ejemplo que
presentamos del profesor Jorge, consiguen desarrollar una estrategia para el tipo G2 en el
cual la validacion es deductiva (utiliza propiedades).
Otro grupo de docentes desarrollan estrategias en G1 pues sus argumentos son puramente
visuales (percepcidn) por tal razén pensamos que no logran distinguir entre validaciones
perceptivas y validaciones deductivas.
Ademds, muestran dificultad en identificar qué tipo de validaciones estan utilizando y se les
hace dificil elaborar una estrategia de solucion de la tarea dada que se encuadre en GO.
Por otro lado, pensamos que para desarrollar tareas en geometria, el Geogebra es un
ambiente de representaciones dindmicas que podria favorecer la creacion de conjeturas lo
que permitira que tanto los docentes como sus estudiantes consigan pasar de validaciones
perceptivas a validaciones deductivas.
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