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Resumen

El siguiente trabajo presenta una guia de actividades, con apoyo de diferentes
herramientas TICs, donde en su resolucion se realizan célculos,
representaciones graficas, comparan y analizan resultados cuando las salidas del
ordenador difieren de los calculos obtenidos de manera manual empleando la
teoria matematica. En particular, la guia se centra en el céalculo de integrales
indefinidas. Este tipo de propuestas pueden resultar provechosas para la
ensefianza sobre el “empleo adecuado” de TICs y la profundizacion de los
contenidos involucrados.

Introduccion

Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TICs) estan atravesando nuestra
vida, cambiando nuestras visiones del mundo y modificando los patrones de acceso al
conocimiento y de interaccion interpersonal. Progresivamente, se han ido incorporando en
los disefios curriculares de todos los niveles de la ensefianza formal y no formal (Zangara,
A., 2009), tanto en el nivel inicial, medio y superior. Esta incorporacion conlleva
implicitamente la formacién de docentes no sélo en el manejo de dichas herramientas
informaticas, sino también para promover competencias en los alumnos para actuar y
producir en la sociedad.

Entre las tareas claves del docente de hoy, resulta fundamental ensefiarles a sus estudiantes
a convertirse en lectores criticos del material que seleccionan y trabajan, a chequear la
fuente de la cual proviene la informacion, a validar o no la calidad de esos contenidos y/ o
resultados. “No es lo mismo ser usuario de PC que lograr transmitir efectivamente a los
alumnos el “buen uso” de determinadas herramientas tecnoldgicas como recursos para
trabajar la informacion y elaborarla a través de un proceso de aprendizaje.” (Hernaiz, I.,
2010). Para ello es fundamental que el docente realice actividades tendientes a analizar
criticamente las herramientas TICs que se disponen, pudiendo destacar ventajas y
desventajas en su uso, estableciendo diferencias y similitudes, cuestionando los resultados
en base a los obtenidos aplicando las teorias cientificas correspondientes, a los fines de
aprovechar estos recursos educativos en forma dptima para la ensefianza.

El presente trabajo se enmarca en este contexto. Presenta un material didactico,
denominado “Guia de Actividades con Software”, para ser desarrollada por alumnos que
cursan las asignaturas “Analisis Matematico II”” de las carreras de Lic. en Astronomia y Lic.
en Geofisica; y “Matematica II” de la carrera de Geologia de la FCEFN de la UNSJ. Dichos
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alumnos poseen conocimientos previos sobre el calculo diferencial e integral de una
variable. La tematica abordada se centra en profundizar aspectos relacionados al célculo de
integrales indefinidas, mediante la comparacion de resultados, aplicando la teoria
matematica y Sistemas Algebraicos de Cémputo (SAC).

Los SAC son herramientas TICs que permiten ejecutar operaciones entre expresiones
matematicas en una forma similar a las operaciones manuales tradicionales de matematicos
o cientificos, manipular expresiones algebraicas y representar graficamente funciones. En el
modelo de guia propuesto se emplean sistemas algebraicos que tienen como caracteristica
comun: ser de acceso libre, de utilidad y aplicabilidad para el célculo diferencial e integral,
tanto a nivel medio como superior.

Respecto al empleo de SAC, en el célculo de antiderivadas, en general resultan ser
herramientas muy eficaces, en especial cuando se presentan calculos engorrosos. Respecto
a ello, Camacho (2005, p. 18) comenta: ...el uso del software (Derive y Maple)
proporciona un importante instrumento para que los estudiantes puedan liberarse de
memorizar férmulas o procedimientos de célculo, aunque es fundamental tener en cuenta
que los estudiantes necesitan un cierto tiempo para madurar y desarrollar una
comprension segura de los conceptos. Necesitan prestar atencion al proceso de
transformacion y relacion que pueden establecerse entre las representaciones graficas,
algebraicas y numéricas”. Mientras que Ponce Campuzano, J. C. y Rivera Figueroa, A.,
(2011, p. 125) afirman lo siguiente: “Sin embargo, existen casos donde los resultados del
SAC difieren a los obtenidos con lapiz y papel usando la teoria, lo cual puede influir de
diversas maneras. Lo idoneo es analizar el porqué de esta diferencia.”

En la seleccion de las actividades, en el material didactico, se tiene en cuenta que se
presenten bajo planteos simples y sencillos, que puedan resolver los alumnos con la guia y
el apoyo del docente, en donde le sea util aplicar los conocimientos previos
correspondientes al calculo diferencial e integral, como asi también SAC apropiados; y
tiendan a contribuir en la formacidn disciplinar del alumno.

Material didactico elaborado
Del material elaborado como propuesta de actividades, se pueden distinguir:

a) Un planteo general introductorio donde se enuncia los objetivos generales que se
persiguen al resolver la guia; la tematica general a abordar, la metodologia de trabajo y
el material de apoyo que disponen para realizar las actividades.

b) Actividades de calculo, analisis y comparacion de resultados (estas actividades
invitan al alumnos a pensar, establecer relaciones, reflexionar entorno a los resultados
obtenidos empleando TICs y el uso adecuado de las mismas en el calculo de integrales
indefinidas);

¢) Un espacio para el andlisis, debate y reflexion de las tareas desarrolladas.

Modelo de actividades propuesta
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“Guia de Actividades con Software”

Introduccion: A continuacién, se presentan distintos planteos para el calculo de primitivas.
El objetivo de la guia es que puedas profundizar sobre aspectos relacionados al calculo de
funciones primitivas en integracion y contribuir en la capacitacion sobre el uso adecuado
de software y/o programas para el calculo infinitesimal e integral.

Es recomendable que resuelvas las actividades, en primer instancia, utilizando lapiz y
papel, empleando los conocimientos previos ya adquiridos oportunamente de analisis
diferencial e integral para funciones reales de variable real (puedes consultar, si lo
requieres, apuntes de clase y/o material bibliografico de referencia de la catedra); luego
utilizando Sistemas Algebraico de Célculo (SAC). En la guia esta previsto que apliques
sistemas que tienen como caracteristicas comunes: ser libres, de facil acceso (tanto para
docentes como alumnos e investigadores) y simples de utilizar, por ejemplo: 1)Wolfram
Alpha (buscador de respuestas desarrollado por la compafiia Wolfram Research, basado en
Mathematica) ; 2) Symbolab (Apps en Educacion. Motor de bdsqueda libre disefiado para
los matematicos, cientificos, estudiantes). 3) GeoGebra (software matematico
interactivo para la educacion en colegios y universidades). 4) wxMaxima (sistema bastante
completo basado en el programa DOE-MACSYMA).

Respecto al empleo de SAC en educacion Ponce Campuzano, J.C. y Rivera Figueroa, A.
(2011, p. 304) expresan: “En general, los algoritmos utilizados en estos programas (Derive
6.0 , Scientific Work Place 4.0 y WolframAlpha) son eficientes métodos que en ocasiones
entrafian relaciones matematicas mejor conocidas por los expertos programadores que por
los matemdticos. También suele ocurrir que ... empleen métodos que producen resultados
mas complejos a los obtenidos con lapiz y papel o incluso llegan a producir resultados
erroneos aun en casos simples. ...En torno a esta problematica es de crucial interés para
los usuarios de SAC (sean docentes y/ 0 alumnos) estar preparados, con la experiencia y
capacidad de andlisis, para discernir y elegir el mejor método para obtener la respuesta
apropiada.”

Actividad 1: i) Lea atentamente las siguientes definiciones de antiderivada proporcionada
por autores de referencia.

“Una funcién F se denomina antiderivada de la funcion f en un intervalo |,

si F/(x) = f(x) para todo valor x perteneciente a I.” (Leithold, L., 1994).

ii) Analiza la validez de las siguientes afirmaciones. En caso de ser invalido, justifica la
respuesta.

a) F(x)=x* tiene el mismo dominio de definicion de f(x)=2x.

b) F(x)=x* es antiderivada de f(x)=2x.
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x*43x

c) FXx)= tiene el mismo dominio de definicién de f(x)=3x>.
d FXx)= —— €5 antiderivada de f(x)=3x".

e) F(X)=x*+C con C=ctte. es antiderivada de f(x)=3x%.

x
x*4+3x

Actividad 2: Tenga en cuenta el siguiente resultado:

“Si F(x) es la antiderivada de f(x) en un intervalo I entonces cada antiderivada de f en [
es F(x) +C, donde C es una constante arbitraria y todas las antiderivadas de f en |
pueden obtenerse en la forma F(x)+C asignando valores particulares a C.”
(Leithold, L., 1994).

Es claro que F(x)=x es antiderivada de f(x)=2x. a) Es cierto que F(x)=x?+1 es antiderivada
de f(x)? ; b) ¢ y F(x)=x*+2? ; ¢) Compare las graficas de las antiderivadas de f(x)=2x y
caracterice las mismas desde el punto de vista geométrico.

Actividad 3: Considere los Teoremas Fundamentales del Calculo:

Primer teorema fundamental del calculo: Sea f una funcién continua en el intervalo
cerrado [a,b] y sea x cualquier nimero de [a,b]. Si F es la funcion definida por

F(x) = f F(O)dt

Entonces F/(x) = f(x) < ;—xjaxf(t)dt = f(t).

Segundo teorema fundamental del Calculo: Sea f una funcién continua en un intervalo
cerrado [a,b] y sea g una funcion tal que g/ (x) = f(x) para todo x en [a,b].

Entonces [ f(2)dt = g(b) — g(a).

Resuelva las siguientes integrales indefinidas aplicando reglas y/o métodos de integracion
apropiados: 1) [(2x + cos(3x))dx ; 2) [Zdx ; 3)[cos?(x)dx.

x2+1

a) Utilizando lapiz y papel.
b) Empleando SAC.
c) Compare los resultados obtenidos en a) y b).

Actividad 4: a) Compruebe que [ —=2%Y__ gy = In|sen(2x)| + C .

sen(x).cos (x)
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b) La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos al calcular la antiderivada para la integral

del apartado anterior, a) | #ﬁ)@dx utilizando distintos softwares libres para el

calculo diferencial e integral.

Software libres f cos (2x)
x
sen(x). cos (x)

MAXIMA log(sin(x))+log(cos(x))

GeoGebra 1 —cos(x)+1 cos(x)+1 1 —cos(x)+1 cos(x)+1
2<_ El ( cos(x)+1 —cos(x)+1 + 2) + 4 lTl( cos(x)+1 + —cos(x)+1 -
2

Symbolab -Injtan(x)|+2In|sen(x)|

WolframAlpha | log(sin(x))+log(cos(x))
Tabla 1: Antiderivadas para la integral planteada, utilizando distintos SAC libres

Compare los resultados de la Tabla 1, analice dominios de definicién en cada caso y saque
conclusiones.

Actividad 5: La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos al calcular la antiderivada de f(x)=

tg (x) . . .
In (c0sC0) utilizando distintos programas libres.

tg (%)
In (cos(x))
respuesta con la que se muestra en la Tabla 2 bajo el titulo de “solucion tedrica”.
b) Analice los dominios de definicion de las funciones primitivas propuestas en la

Tabla 2. Compare respuestas y escriba conclusiones.

a) Resuelva la integral planteada, [ dx, con lapiz y papel, y compare su

Software fma—(:()mdx:-lnun(cos(x))HC (solucidn tedrica, por el método de
sustitucion)

MAXIMA -log(log(cos(x)))

GeoGebra -In(In((-tan(x/2)*+1)/(tan(x/2)*+1)))

Symbolab -log|log(cos(x))|

WolframAlpha | -log(log(cos(x)))
Tabla 2: Antiderivadas para la integral planteada, empleando distintos SAC libres.

Actividad 6: Espacio para expresar sus vivencias respecto a las actividades desarrolladas.
Indique aspectos positivos y negativos de esta experiencia.

Muestra de algunas actividades desarrolladas por los alumnos
Para realizar las distintas actividades de la Guia, los alumnos tratan de resolver

grupalmente, utilizando lapiz y papel, las distintas actividades solicitados, teniendo en
cuenta los conocimientos previos impartidos por las asignaturas, como asi también el
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material bibliografico y de referencia propuesto para las actividades. Respecto a los
calculos y graficos con ayuda de software fueron guiados, en general para su realizacion,
con el apoyo de docentes en el gabinete de computacion, ya que representaban un nuevo
desafio para realizar sus actividades.

En cuanto a la Actividad 1, al analizar grupalmente las afirmaciones para responder sobre
la validez de las mismas, los alumnos realizaron célculos de derivadas, determinaron
dominios de definicion y valoraron la importancia de tener en cuenta dichos dominios a la
hora de responder a los cuestionamientos planteados.

En la Actividad 2, realizaron las representaciones graficas y pudieron visualizar
graficamente el efecto de la constante de integracion en la busqueda de soluciones con la
integral indefinida planteada.

En la Actividad 3 los alumnos resuelven con lapiz y papel las integrales, aplicando
propiedades, integrales bésicas elementales, sustituciones trigonométricas y el método de
sustitucion. Luego de calcular las primitivas con ayuda de distintos softwares observan que
las expresiones que proporcionan las mismos al dar sus respuestas, en algunos casos, no
coinciden con las obtenidas inicialmente a mano empleando la teoria. En los casos en que
los resultados no coinciden, comprueban que dichas soluciones son correctas trabajando
algebraicamente y considerando igualdades trigonomeétricas.

En la Actividad 4, al tener en cuenta la identidad trigonométrica sen(2x)= 2 sen(x). cos(x) ,

y aplicar el método de sustitucion comprueban: f#(::s)mdx = In|sen(2x)| + C.

A partir de apreciar diferencias en los resultados dados en la Tabla 1, para abordar la
problematica de si son respuestas correctas o no, los alumnos tienen en cuenta la definicion
de antiderivada. En primer lugar, para cada funcion primitiva F(x) propuesta, verifican la
i ix)= —C0S@X) ; - -

iguladad F(x)= Son () .08 () derivando directamente cada primitiva propuesta.
Posteriormente analizan si las igualdades anteriores se cumplen para todo x del dominio de
f(x)= _cos(Zx) construyendo los graficos con la ayuda del software libre Gnuplot, con la

sen(x).cos (x)'

guia y apoyo del personal de la catedra.

bglabsisr(2%))}
=

8

Figura 1: Grafica de la prirﬁitiva F(x)=In|sen(2x)]|.
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a) b) C)
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Figura 2: Prirﬁitiva obtenida mediante a) Méxima y WolframAlpha; b) GeoGebra; yC)
Symbolab.

La Figura 1 corresponde a la solucién obtenida con lapiz y papel, mientras que la Figura 2 a
las obtenidas utilizando los sistemas algebraicos citados en la Tabla I.

Los alumnos comparan los dominios de las primitivas en los casos b) y c) de la Figura 2,
con la obtenida en forma manual representada en la Figura 1. Observan que estos dominios
coinciden con dominio de la funcion a integrar representada en la Figura 3.

N |

y'siix)

2% [cas(s)

cos|

n o ‘ 2 o 2 A o "

Figura 3: Grafica de la funciér{ f(x)=cos(2x)/ sen(x). cos(x)

Teniendo en cuenta la definicion de la antiderivada, concluyen ademas que la funcién
representada en la Figura 2 a), correspondiente a soluciones propuestas utilizando Maxima
y WolframAlpha no representan soluciones generales a la integral indefinida del Planteo 1.

En la Actividad 5, resuelven f%

considerando t= In(cos(x)). Luego teniendo en cuenta la Tabla 2, observan claramente que
el programa Symbolab proporciona una primitiva que coincide con la hallada utilizando
lapiz y papel. Por otro lado prestan atencion en que la respuesta proporcionada por Maxima
es la misma a la proporcionada al aplicar WolframAlpha. En cuyo caso, al analizar el
dominio de definicion de F(x)=-log(log(cos(x))) y comprobar que es vacio, concluyen que
las soluciones proporcionadas por ambos softwares son inapropiadas.

dx aplicando el método de sustitucion,

Respecto a la primitiva propuesta por GeoGebra, pudieron ver que tang(x/2) esta definida
para los x tales que cos(x/2)#0, o sea x# n+ 2km con k entero. Al considerar los valores x
tales que cos(x/2)#0, y trabajar algebraicamente teniendo en cuenta identidades
trigonométricas comprobaron que -In(In((-tan(x/2)*+1)/(tan(x/2)*+1))) = -log(log(cos(x))).
Por lo que concluyen que GeoGebra tampoco da una respuesta adecuada, en este caso.
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En la actividad final, luego de analizar las soluciones propuestas por distintos SAC y
contrastarla con las obtenidas a mano con apoyo de resultados teéricos, los alumnos
pudieron reflexionar y valorar la importancia de este tipo de actividades comparativas y de
andlisis para adquirir conocimientos y experiencias sobre el célculo de primitivas
utilizando SAC.

ANALISIS DIFERENCIAL E INTEGRAL SISTEMAS ALGEBRAICOS

k—n DE COMPUTO LIBRES:
Dominio- Continuidad- Derivadas-

Antiderivada-Constante de integracion- wx MAXIMA- GeoGebra-

Figura 4: Contenidos y herramientas SAC utilizadas en el desarrollo de las actividades.
Conclusiones generales

Se presenta una guia de actividades, con apoyo de diferentes herramientas SAC libres,
donde en su resolucion se realizan célculos, representaciones graficas, comparan y analizan
resultados cuando las salidas del ordenador difieren de los célculos obtenidos de manera
manual empleando la teoria matematica. Se puede observar gque este tipo de materiales
didacticos, que se desarrollan en el aula, ofrecen a los alumnos la posibilidad de convertirse
en lectores criticos de los resultados obtenidos, pudiendo chequear las fuentes de la cual
provienen las informaciones, validando o no la calidad de esos resultados. Contribuyen a
brindar experiencias sobre el buen empleo de TICs y profundizar el aprendizaje de
contenidos, tales como: calculo de integrales indefinidas, constante de integracion,
dominio y continuidad de funciones, y el Teorema Fundamental del Calculo.
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