CB-420

ANALISIS COGNITIVO DEL USO DE DIAGRAMAS DE AREAS Y DE ARBOL
EN LA SOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE FRACCIONES

Belén Giacomone — Juan D. Godino
giacomone(@correo.ugr.es — jeodino(@ugr.es
Universidad de Granada, Espafia

Nicleo tematico: I. Ensefianza y aprendizaje de la Matematica en las diferentes modalidades
y niveles educativos.

Modalidad: CB

Nivel educativo: 5. Formacion y actualizacién docente

Palabras clave: andlisis cognitivo, desarrollo profesional, educacién matemaética,
razonamiento diagramatico

Resumen

Una tarea desafiante cuando se hace investigacion en educacion matemdtica es la
descripcion comprensible de la actividad matemdtica llevada a cabo por los estudiantes.
Particularmente, diversos autores argumentan que construir y usar diagramas puede ser
visto como una posible fuente de nuevos conocimientos. En este trabajo se analizan las
respuestas dadas por 30 estudiantes de magisterio a un problema sobre fracciones mediante
el uso de diagramas de dreas y drbol. El andlisis cognitivo estd apoyado por herramientas
teoricas y metodologicas del enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matemdticos. Como resultados se destaca la complejidad que implica el uso del diagrama
de dreas para expresar la multiplicacion de fracciones; por otro lado, los diagramas de
drbol resultan mds eficientes para realizar cdlculos. Asimismo, se observa que el uso del
lenguaje secuencial-natural se encuentra presente en todos los casos como una forma
necesaria para comunicar la respuesta. Los resultados permiten comprender el papel que
juegan ambos tipos de diagramas y la potencial utilidad de tener en cuenta la trama de
objetos matemdticos implicados en el uso de tales representaciones. Por iiltimo, este andlisis
se revela como estratégico para el formador de profesores al permitirle reflexionar sobre

posibles dificultades de aprendizaje.

1. Introduccién
Los diagramas son vistos por muchos investigadores y educadores como herramientas

indispensables para el razonamiento matematico (NCTM, 2000; Novick, 2004; Kadunz,
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2016). Sin embargo, como sefialan Scaife y Rogers (1996, p. 206), “‘es necesario adoptar una
vision de como la gente lee e interactia con los diagramas”, siendo éste, un problema que
aun reclama atencion en la comunidad cientifica (Hoffman, 2011, p. 197).

Por otro lado, en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas, “no es posible
hablar de signos y representaciones sin tener en cuenta la posibilidad de acceder a los objetos
matematicos predefinidos, preestablecidos o reconocidos como tales por una institucién”
(Iori, 2016, p. 279). Sin duda, esa descripcion comprensible de la actividad matematica,
llevada a cabo por los estudiantes, es una tarea desafiante cuando se hace investigacion en
educacion matematica (Kadunz, 2016, p. 111).

En el contexto de la formacion de maestros, utilizar el razonamiento con diagramas de
distintos tipos es una oportunidad para llamar a la reflexion profesional (Cohen, 2004, Rivera,
2011); asimismo, Novick (2004, p. 38) sefiala que los futuros maestros necesitan desarrollar
conocimientos mas explicitos con representaciones diagramaticas.

Relacionando estos aspectos claves, que involucran el uso de diagramas en la formacion
docente, el objetivo de esta investigacion es estudiar cuéles son los objetos matemdticos que
movilizan futuros profesores de educacion primaria cuando resuelven una situacion
problematica sobre fracciones, a partir de diagramas de areas y de arbol.

A continuacidn, se describe sucintamente el marco tedrico, el cual permite interpretar la
naturaleza del problema; en la seccién 3 se describe el método de investigacion y la tarea
implementada con futuros maestros de educacién primaria; en la seccidén 4 se discute el
andlisis cognitivo de las respuestas de los estudiantes. Finalmente, se exponen las

conclusiones con vistas a una mejora en la formacién del profesor de matemaéticas.

2. Marco tedrico

En el marco del enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matemdticos (EOS)
se vienen desarrollando diversas herramientas tedricas y metodoldgicas las cuales permiten
realizar analisis a nivel macro y micro de la actividad matematica (Godino, Batanero y Font,
2007). La herramienta Configuracion ontosemiotica facilita la descripcion y andlisis
pormenorizado de las practicas matematicas involucradas en la solucion de un problema. Se
consideran 6 tipos de objetos matematicos (Godino et al., 2007, p. 130):

* lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros (escrito, oral,
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gestual, etc.);

* situaciones-problemas (aplicaciones intra o extra-matemaéticas, ejercicios).

* conceptos-definicién (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
numero, media, funcién);

» proposiciones (enunciados sobre conceptos);

e procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de cdlculo);

* argumentos (enunciados usados para justificar o explicar las proposiciones y procedimientos,
deductivos o de otro tipo).

Todos éstos objetos no estin aislados entre si, sino que se vinculan a través de funciones
semilticas, referenciales y operacionales, construidas entre ellos, estableciendo
configuraciones de précticas, objetos y procesos matematicos.

Si el objetivo es analizar una secuencia de pricticas matematicas esperadas o expertas a
propoésito de una tarea, el andlisis tendrd un caracter epistémico. En cambio, si se trata del
analisis de una respuesta dada por un estudiante, las correspondientes configuraciones seran
de tipo cognitivo, tal como corresponde en este trabajo.

En la seccion 4 se muestra como la aplicacion de la herramienta configuracion ontosemidtica
puede ayudar a comprender las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje matematico,
al revelar la trama de objetos que intervienen en la actividad matematica y las relaciones

sinérgicas entre los mismos.

3. Contexto formativo y método
Como parte de una accién formativa, se llevo a cabo la implementacién de un problema con
un grupo de 30 estudiantes, futuros profesores de educacién primaria. Si bien el objetivo
educativo/curricular es ‘el estudio de fracciones’, el objetivo como investigadores es poner
en evidencia el desafio que implica el uso de distintas representaciones en la educacion
matematica. De manera especifica, se les pidid resolver el problema aplicando dos
procedimientos, usando un diagrama de areas y un diagrama en arbol. Los estudiantes ya
estaban familiarizados con ambos tipos de diagramas, siendo producto del trabajo durante el
curso formativo.
En este contexto, se trata de una investigacion cualitativa, de tipo interpretativa dado que se
busca analizar e interpretar las respuestas de un grupo de estudiantes a la situacién-problema
mostrada en el Cuadro 1. Los datos se recopilan en una situacion real de clase y se analizan
bajo la perspectiva del EOS descrita en el apartado anterior.
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Un Martini es un coctel que se hace con 5 partes de ginebra y 1 parte
de vermut. Supongamos que 2/5 de la ginebra es alcohol y que 1/6 del
vermut es alcohol. ;Qué fraccidn de alcohol lleva un Martini?

A) Resuelve el problema usando un diagrama de areas.

B) Resuelve el problema usando un diagrama en drbol.
Cuadro 1. Enunciado de la tarea del Martini

4. Analisis cognitivo

EnlaTabla 1 se destaca la frecuencia de respuestas obtenidas de la muestra de 30 estudiantes,
las cuales no son indicativas del grado de desarrollo cognitivo alcanzado por los mismos. Los
valores reflejados representan el primer paso para pensar por qué el diagrama en arbol resulta
una forma mas sencilla de conectar con la solucion aritmética y por qué el diagrama de areas

no se muestra como un recurso de calculo eficiente.

Tabla 1. Frecuencia de respuestas al problema del Martini

Respuestas
Tipo de diagrama Correctas Incorrectas Sin hacer Total
Areas 1 21 8 30
Arbol 24 6 0 30

A continuacién, se muestran ejemplos prototipicos de las estrategias utilizadas por los
estudiantes, las cuales permiten interpretar el conocimiento puesto en juego en cada uno de
los diagramas y asi, dar una respuesta a dicho interrogante.

4.1. Uso del diagrama de areas

Ningun estudiante resuelve el problema basando su razonamiento en la construccién de una
secuencia de diagramas de éreas, siendo dificil su uso como recurso para el calculo
aritmético-fraccionario. Entre las respuestas, se destacan los siguientes casos.

. Caso 1. Aproximacion a la solucion esperada. Un solo estudiante propone una
secuencia de 4 diagramas (Figura 2). En cada uno de ellos moviliza el concepto de ‘fraccion’
como ‘parte de un todo’. Utiliza el lenguaje natural para indicar las partes que componen al

diagrama.
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Figura 2. Ejemplo prototipico de respuesta correcta mediante el uso de diagrama de areas

En primer lugar, se representa el Martini como un ‘todo unitario’, compuesto por 5 partes de
Ginebra y 1 de Vermut. Luego, el estudiante realiza un procedimiento de ‘descomposicion
de la unidad de Martini en dos nuevas partes unitarias’: Ginebra por un lado y Vermut por el
otro. Nuevamente se divide una ‘unidad en partes iguales’ y se establecen asi dos nuevas
proposiciones: ‘las figuras de la derecha representan las partes de alcohol de la Ginebra y del
Vermut, respectivamente’. En esta accion queda claro como, el estudiante en cuestion, no
logra operar con el diagrama inicial (el Martini), esto significa que no es capaz de construir
un diagrama que represente el concepto de ‘fraccion de fracciéon’ dado que recurre a la
construccion de dos nuevos diagramas independientes.

Para la construccion del cuarto diagrama resulta necesario ‘componer los diagramas de la
derecha’; aparece asi un nuevo concepto ‘unidad de medida’ para lograr medir un 4rea con
una unidad dada (1/6 alcohol del vermut). El dltimo procedimiento que se realiza es de ‘suma
de cantidades’ dando como resultado la proposicion final donde se consigue medir los 13
cuadraditos de 36 cuadraditos de igual area: ‘la parte representada es lo que el Martini lleva
de alcohol’.

El estudiante realiza, por un lado, procesos de materializacion de los conceptos y de las
operaciones con fracciones, y por otro lado, procesos de composicion de los resultados
parciales que va obteniendo. La solucion la encuentra finalmente mediante un procedimiento
aritmético de conteo de las fracciones unitarias que ha representado en el ultimo diagrama
mediante un proceso de idealizacion (1a razén del nimero de cuadraditos marcados al nimero
total de cuadraditos es la fraccion de alcohol del Martini). Un analisis mas detallado de esta
respuesta se puede ver en Giacomone y Godino (2016).

. Caso 2. Dentro de las 21 respuestas incorrectas, es posible observar que, en 12 de

éstas, los estudiantes movilizan el concepto de fraccidon como ‘parte de un todo que se divide
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en partes iguales’ y consiguen representar la parte de ginebra y de vermut. Asimismo, se
moviliza el concepto de fraccién como ‘operador’ identificando la fraccion de alcohol que
compone cada elemento del Martini (fraccidon de alcohol en la Ginebra y en el Vermut). Sin
embargo, no logran identificar una unidad de medida comun para expresar el alcohol total
(suma de la fraccion de alcohol de cada elemento). Un ejemplo prototipico de esta respuesta

es el que se muestra en la Figura 3.

IE Ustido el LAFTMAA ol GCQUS  pockbiues cepcex e
Gyl 5 vecwuk pe oo

@ é,\,u:lurc‘
% Nesuandt
=

t:& 40 ool

2[5 4[4 _\3 &
?(-6—)“}- _Q;—<—E> - 26 elcobol .

Figura 3. Ejemplo prototipico de respuesta incorrecta mediante el uso de areas
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Se observa que no es posible responder al problema con el diagrama representado, por lo
tanto, el estudiante utiliza un lenguaje aritmético-fraccionario para hallar la solucion.

4.2. Uso del diagrama de arbol

Las respuestas dadas por los estudiantes revelan que no existen grandes conflictos en llegar
a la solucion. La traduccion del diagrama en arbol en un lenguaje aritmético apoya y justifica
la respuesta al problema. De la misma manera observamos que el uso del lenguaje secuencial-
natural, se encuentra presente en todos los casos como una forma necesaria para comunicar
el resultado.

. Caso 1. Un ejemplo de respuesta correcta se muestra en la Figura 4. En primer lugar,
el sujeto realiza una practica discursiva con el fin de expresar en forma diagramdtica la
composicion del Martini. En segundo lugar, interpreta correctamente las unidades que
constituyen los niveles jerarquicos y procede a una traduccidn aritmético fraccionaria para
dar respuesta a la pregunta del problema. En dicha traduccion se moviliza el concepto

‘fraccion de fraccion’ y ‘suma de fracciones’ como parte de un todo.
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Figura 4. Ejemplo prototipico de respuesta correcta mediante el uso de diagrama

El primer nivel produce una division binaria en dos nuevas unidades: el vermut y la ginebra.
Luego, se opera sobra cada unidad, considerandolas un ‘todo unitario’; se incluye la
informacion dada en el problema y se obtiene el tercer nivel jerarquico. En este tercer nivel
resulta muy sencillo resolver el problema, dado que las partes se identifican claramente en el
diagrama y se destaca el aspecto secuencial del proceso resolutivo.

. Caso 2. Entre las 5 respuestas incorrectas, se identifican dificultades para representar
el segundo nivel jerarquico. Un tipo de respuesta prototipica esté reflejada en la Figura 5 en
la que el sujeto resolutor, no identifica el segundo nivel del diagrama (composicion de
elementos de ginebra y vermut), y representa, directamente, los datos del alcohol de cada
elemento. Se concluye que, el estudiante, no moviliza correctamente el concepto de fraccion
que se pone en juego con el diagrama de arbol.
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Figura 5. Ejemplo prototipico de respuesta incorrecta mediante el uso de diagrama de arbol

4.3. Discusion

Como producto de resultados empiricos, Hoffman (2011, p. 196) sefiala: “el apoyo cognitivo

que el razonamiento diagramatico puede proporcionar depende en gran medida del sistema

de representacion elegido”. En nuestro caso, se evidencia claramente que, el problema

resuelto con diagramas en arbol resultd més efectivo dado que muestra, de manera iconica,

la estructura del sistema de operaciones implicadas en la resolucién. El concepto de
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‘fraccion’ se manifiesta como ‘la razon entre las partes de un todo genérico que se divide en
partes iguales, y las partes que se individualizan’. El concepto de ‘fraccidon de fraccion’ se
refleja en la composicion de los dos niveles inferiores del diagrama, mientras que la suma de
fracciones resultantes queda reflejada en la disposicion lateral de las dos ramas (izquierda,
derecha). Por otro lado, el uso del diagrama de areas, moviliza otro significado del concepto
de “fraccién’, revelandose como ‘un operador de una cantidad de reas’. Este es un concepto
mas dificil de representar diagraméticamente y, que en general, los estudiantes no estan
habituados.

Ademads, se pone en evidencia que acompafiando al lenguaje visual-diagramatico es necesario
el concurso del lenguaje natural para comunicar la respuesta, y que junto a los objetos
matematicos materiales, visibles, esta siempre presente una configuracion de objetos
abstractos que participan de la actividad matemética (Godino, Cajaraville, Fernandez, &

Gonzato 2016).

5. Reflexiones finales

En primer lugar, tal como sugieren Badillo, Font y Edo (2014, p. 68), las categorias tedricas
que propone el EOS han permitido hacer un anélisis en profundidad de las producciones de
los alumnos, revelando la complejidad de objetos matematicos activados en el proceso de
resolucion del problema. De esta manera, los resultados permiten comprender el papel que
juegan ambos tipos de diagramas en la construccion del conocimiento matemético y la
potencial utilidad de tener en cuenta la trama de objetos implicados en el uso de tales
representaciones (Font, Godino y Contreras, 2008) para describir e interpretar la actividad de
aprendizaje.

En segundo lugar, “como educadores de maestros debemos ser capaces de orquestar la
aparicion de affordances desde dentro de las tareas” (Liljedahl, Chernoff y Zazkis, 2007, p.
241). Asi, este tipo de andlisis se revela como estratégico para el formador de profesores,
dado que permite reflexionar sobre posibles dificultades de aprendizaje (Cohen, 2004), tanto
en el momento de disefio y seleccion de tareas como en la implementacion efectiva en el aula
(Giacomone y Godino, 2016), y gestionar de manera efectiva la dinamica de dichas

affordances.
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