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Resumo

Esse estudo refere-se a da apresentacdo e andlise da atividade proposta aos alunos
acerca do problema da duplicacdo do quadrado. Essa atividade refere-se a uma a
sequéncia didatica da nossa pesquisa de doutorado que discute as possiveis relacdes
entre a Matematica e sua histdria pertinentes ao ensino e aprendizagem do conceito de
area. A Historia da Matematica é tomada como elemento norteador de decisdo quanto
aos procedimentos pedagogicos utilizados na construcé@o do conceito pelo estudante. O
aporte tedrico apresenta questbes epistemologicas e metodoldgicas relacionadas a
apropriacdo da Histéria da Matematica como recurso didatico para o ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos, também vinculadas a Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud (1996, 2003). A metodologia de pesquisa utilizada aproxima-
se da engenharia didatica (Artigue, 1996). A efetivacdo da proposta direcionada pelos
objetivos do trabalho ocorre por meio da organizacdo, aplicacdo e analise de
sequéncia didatica realizada em duas turmas de quinto ano do ensino fundamental, em
duas escolas da rede de ensino publico do Distrito Federal-Brasil. A atividade
fundamentada na concepc¢do histérica utilizando recorte e colagem propiciou aos
alunos reconhecerem que a area do quadrado construido sobre a diagonal de um
quadrado é o dobro da area do quadrado dado.

Introducéo
Este trabalho é um recorte da pesquisa de doutorado, em desenvolvimento, na

Faculdade de Educacao da Universidade de Brasilia, intitulada Historia da Matematica
como instrumento didatico para aprendizagem do conceito da grandeza e de medida de
area no quinto ano do ensino fundamental. Temos por objetivo, nesta comunicagédo
breve, apresentar a analise de parte da sequéncia didatica desenvolvida e aplicada no
trabalho supracitado, cuja tese entende que mobilizar didaticamente a Histéria da
Matematica na acao pedagogica pode proporcionar, de forma significativa, a construcéo
do conceito da grandeza e medida de area pelos alunos dos anos iniciais do ensino

fundamental.
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Nosso trabalho ndo pretende que a histdria seja explicitamente reconstruida ou integrada
a matematica, tampouco, deixa-la como motivacdo inicial de contetdos curriculares,
mas constitui-la como pano de fundo do processo de aprendizagem dando sustentacao
ao processo de construcdo conceitual. Propomo-nos a fazer uso da historia para tomar
decisdes pedagogicas quanto ao ensino do conceito de medida de area e procedimentos
para o seu célculo. Mendes (2006) acredita que, entre as dificuldades enfrentadas por
professores que desejam ter um recurso didatico, na historia da matematica, estdo a falta
de informacdo sobre o desenvolvimento histérico da matematica e de propostas
metodoldgicas de utilizacdo das mesmas no ensino da matematica escolar. Segundo
esse autor, essas dificuldades, especificamente, ddo-se ao fato de ndo existir uma
historia da matematica exclusivamente centrada na acdo pedagoOgica, e sim uma
“historia da matematica feita pelos historiadores, preocupados com o contexto cientifico
da matematica” (p. 97).

A pesquisa teve por suporte tedrico-metodologico Amma (1979), Artigue (1996),
Douady e Perrin-Glorian (1989), Duval (1994), Mendes (2006, 2009), Vergnaud (1996,
2003), Joseph (2000), Katz (1998), entre outros.

Como metodologia de trabalho, optamos por uma aproximacao a engenharia didatica de
Artigue (1996), que norteou a estruturagdo do estudo na busca da compreensdo das
estratégias cognitivas estabelecidas na geracdo das ideias matematicas dentro da
perspectiva historica do conhecimento matematico. A sequéncia didatica foi aplicada
em duas turmas de quinto ano da rede publica de ensino do Distrito Federal.

Nesta perspectiva, as atividades desenvolvidas pelos estudantes, as observagOes feitas
em sala de aula, as entrevistas com os alunos, e o0s encontros de estudo e planejamento
com as professoras foram analisados sob o olhar da Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud (1996, 2003), na qual a constituicdo de um conceito depende de trés
dimensGes do conhecimento, que estdo inter-relacionadas, o conjunto de situacfes que
dao sentido ao conceito, 0 conjunto de invariantes operatorios e o conjunto de
representacdes simbolicas utilizadas para resolucéo do problema.

A sequéncia elaborada a luz da concepgao historica do conhecimento

A concepgdo da sequéncia didatica resultou em quatorze atividades. A atividade
analisada nessa comunicacdo breve, assim como as demais, é constituida de
fundamentacdo historica, de objetivos pontuais, material e procedimentos. Por
conseguinte, as atividades ndo foram organizadas com a meta inicial de informar

explicitamente ao aluno os fatos relativos a historia da construcédo, pela humanidade, do
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objeto matematico em estudo. No entanto, foram imaginadas, planejadas e construidas
fazendo uso de bases histdricas com objetivo de proporcionar aos estudantes condicdes
favoraveis a apropriagcdo do novo saber.

Em algumas atividades, trabalnamos com a historia de maneira implicita, em outras
explicitamente, nesse caso, 0 conteudo historico péde chegar ao aluno de diferentes
formas. Na sequéncia didatica, as atividades estdo encadeadas entre si de modo que 0s
procedimentos de uma sejam referéncia para a seguinte. Esta € a oitava a ser
desenvolvida.

Passemos, entdo, a apresentar a atividade e sua andlise.

A atividade em estudo: duplicacdo do quadrado

Objetivos: Resolver o problema da duplicacdo do quadrado e reconhecer que a area do
quadrado construido sobre a diagonal de um quadrado é o dobro da area do quadrado
dado.

Material: régua, tesoura, canudo, quadrados de papel.

Procedimentos: Contar uma histéria de Socrates e 0 menino escravo. A seguir,
apresentar um desafio para a turma e entregar os quadrados para cada aluno.

A histdria: Sdcrates era um filésofo grego que viveu entre 469 a 399 a.C. Certo dia ele
estava conversando com seu amigo Teetetos e resolveu mostrar como um menino
poderia aprender uma coisa nova. Ele chamou um menino e perguntou se ele conhecia o
quadrado. Ele entdo entregou um quadrado para o menino. Em seguida, ele perguntou
ao garoto qual era a area desse quadrado. O menino sabia como encontrar a area do
quadrado. Ele, entdo, lancou o seguinte desafio para o menino: Eu quero que vocé
encontre o lado do quadrado que tem o dobro da area do quadrado que eu lhe dei. O
menino, com a ajuda de Sdcrates, resolveu o desafio.

Desafio: Dado um quadrado, construir outro que tenha o dobro da area do quadrado
dado.

Passos do procedimento: ap0s a historia e a proposta de desafio, entregamos um
guadrado para cada aluno. Perguntamos se era possivel resolver o problema utilizando
apenas o quadrado que receberam. Por qué? Questionamos acerca da necessidade de
receberem mais papel do que ja tinham. Demos outro quadrado de mesma area, para o
caso dos alunos precisarem de outro quadrado. Conduzimos os alunos na descoberta de
qual das figuras construidas anteriormente os ajudariam a resolver o problema; depois
de resolvido o problema, por meio de perguntas, levamos o0s alunos a perceberem que o

lado do novo quadrado € a diagonal do quadrado dado. Pedimos aos alunos que
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colassem o quadrado obtido em uma folha e escrevessem uma frase relacionando o lado
do novo quadrado com a diagonal do quadrado dado. Ao final, comentamos: vOCés
viram que Sdcrates, por meio de perguntas, ajudou o0 menino grego a resolver o desafio
de achar um quadrado que tivesse o dobro da area de um quadrado dado. Pessoas de
diferentes lugares e que viveram em diferentes épocas ou por diversdo ou para resolver
um problema do cotidiano de seu povo resolveram o desafio de duplicacdo do quadrado.

Pedimos, entdo, que alguns alunos comentassem como resolveram o desafio.

Andlises da atividade

Na anélise a priori, consideramos que o fato da medida da diagonal ser um nimero
irracional poderia configurar uma dificuldade da atividade para
0 aluno. Resolvemos trabalhar com uma unidade de medida
visivel e papavel aos alunos. Entdo, acordamos com eles o
estabelecimento de uma unidade de medida de comprimento,

“um canudinho”, e uma unidade para medir area, no caso, um

quadrado cujo lado meca um canudinho.

Figura 8A
Entregamos para cada aluno um canudinho (haste de cotonete ou

pirulito) e um quadradinho. Informamos que aquele canudinho media uma unidade de
medida igual a um canudinho. Uma aluna logo comentou que ele media cinco
centimetros. Em seguida, todos os alunos da turma passaram a medir o canudo com a
régua. Os alunos demonstravam a necessidade de medida explicita para a realizacdo da
atividade matematica. Isso pode estar na concepcdo de uma atividade matematica
essencialmente aritmética, fruto da cultura escolar contemporénea.

Nessa circunstancia, aproveitamos para envolver o estudante
em uma situagdo de definicdo de unidade padrdo de medida
por meio de uma votagdo e de transformacdo de uma unidade
de medida em outra. Em continuidade, entregamos outro

qguadrado e perguntamos qual era a area desse quadrado.

Entdo, os alunos utilizaram o primeiro quadrado dado como ™ Figura 88
unidade de medida. Disseram que cabiam quatro quadradinhos no novo quadrado.
Questionamos como sabiam que eram quatro quadradinhos? Um respondeu
prontamente que era por visualizagdo e, 0os outros concordaram. Pedimos para que eles

provassem essa afirmativa.
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Foi quando recobriram o quadrado com quatro quadradinhos. Depois de algumas
discussdes e exemplificacBes concluimos que a &rea do quadrado do exercicio € igual a
quatro quadrados de lado igual a um canudo.

Definida a questdo da unidade de medida, passamos para a questdo seguinte.
Entregamos um quadrado a cada aluno e contamos uma historia de Socrates e 0 menino
escravo e encerramos a historia com a seguinte pergunta: serd que vOcés conseguem
resolver esse desafio? Alguns encontraram um quadrado com a metade da area dada.
Esse havia sido o desafio da atividade anterior, a nimero sete. Apds discutirmos tal
questdo, perguntamos se com um quadrado daria para encontrar outro com o dobro da
area. Como a resposta foi ndo, perguntamos quantos quadrados eles precisariam, e eles
responderam dois quadrados. Entregamos mais um quadrado a cada aluno. Logo, eles os
juntaram, afirmando que a area era o dobro.
Mediamos: a figura tem o dobro da area do quadrado
dado, mas ela é um quadrado? Alguns disseram que
era impossivel, enguanto outras perguntaram se
poderiam recortar um dos quadrados. Respondemos

que eles poderiam recortar os dois se considerassem

Figura 8C necessario. Julgamos tal questionamento uma
consequencia das experiéncias realizadas nas atividades anteriores da sequéncia didatica
em questdo. Eles conseguiram! Consideramos que tal “sucesso” se deu devido o
encadeamento entre as atividades e, por conseguinte, pela retomada de procedimentos
realizados em atividades anteriores.

Ao término, pedimos para os alunos colarem o quadrado formado na folha e escreverem
0 procedimento adotado para construi-lo. As falas abaixo representam as ideias
agrupadas por semelhangas:

“Eu dobrei os quadrados dados formando dois triangulos,
dobrei os triangulos trés vezes cada, e cortei as linhas,
formando dezesseis triangulos pequenos, depois formei um
medi com os canudos o quadrado e deu doze canudos no total, e

trés canudos em cada lado. O lado do quadrado maior tem o

Figura 8D
mesmo tamanho da medida da diagonal do quadrado dado.

s

Portanto, a area é duas vezes maior.’
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“Eu peguei dois quadrados grandes e cortei ao meio ficou 4 triangulos,, depois montei
um quadrado, o dobro do grande. O lado desse quadrado mede 2,8 canudos. O lado
do guadrado maior tem 0 mesmo tamanho da medida

da diagonal do quadrado dado. Portanto, a drea é duas vezes maior.”
Os procedimentos adotados demonstram a percepcdo dos alunos de que quadrados
podem ser transformados em tridngulos e, que a éarea da figura formada pela
reorganizacao das partes € igual a soma das areas de tais partes.
“Eu recortei os dois quadrados que a professora me deu e nas pontas do quadrado eu
dobrei, depois de eu ter cortado nas pontas eu dobrei no
meio desses triangulos pequenos e formou um triangulo
grande. Ai eu comecei a montar, depois de duas

tentativas eu consegui montar. O lado do quadrado

maior tem 0 mesmo tamanho da medida da diagonal do

Figura 8F

quadrado dado. Portanto, a area € duas vezes maior ou a
area é o dobro da area dada.”
A figura aponta para a necessidade do aluno em constatar a medida do lado do quadrado
por ela construido. Ela recortou outro tridngulo ao longo da diagonal e com ela mediu o
lado do quadrado construido. Mais alunos realizaram esse procedimento. Constatamos
com isso que alguns alunos apresentaram dificuldade em perceber que o lado do
quadrado por ele construido ela igual a medida da diagonal do quadrado dado. Entéo,
retomamos 0 movimento com as figuras, e pedimos que retornassem ao quadro inicial.
Os estudantes fracionaram os quadrados em triangulos e esses em outros triangulos,
entdo reorganizaram essas partes em um quadrado, que tinha o dobro da area do
quadrado dado. Essa certeza vinha da experiéncia concreta de manipular todas as partes
de dois quadrados de areas iguais para formar um quadrado. Duval (1994) denomina
essa operacdo de “modificacdo mereologica”, que consiste na divisdo de uma figura em
partes, para em seguida formar outra. Pela apreenséo perceptiva, o aluno interpreta a
forma da figura em uma situacdo geométrica. Para esse autor, essa operacdo realizada
pelos alunos em questdo é uma sequéncia de tratamento possibilitada pela operagdo com
as figuras, ou seja, a obtengéo da area do quadrado pela soma da area de dois quadrados
dados. Sendo que as areas dos quadrados dados séo iguais.
Esse método de decomposicdo e recomposi¢cdo de figuras provavelmente foi adotado
pelos egipcios e pelos antigos gedbmetras chineses, que calculavam com precisao area de

algumas figuras como retangulos, triangulos e trapézios isosceles.
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Euclides apresenta procedimento geral para transformar um poligono qualquer em um
quadrado de mesma &rea. Para Hogben (1958), uma das principais estratégias utilizadas
por Euclides em suas demonstracdes era a decomposicao dos poligonos em triangulos.
Ele demonstrou que qualquer figura limitada por lados retos pode ser dividida em
triangulos.

Ao longo do processo da resolucdo do desafio, por meio da nossa mediagdo, os alunos
foram construindo os seguintes teoremas-em-acao (Verganaud, 1996):

“Uma unidade de medida pode ser transformada em outra unidade”.

“Uma unidade de area quadratica é quando a unidade de medida de area é um quadrado
de lado igual a uma determinada unidade de medida”.

“Para dobrar a area de um quadrado € preciso somar dois quadrados de areas iguais”.
“Dois quadrados iguais justapostos formam um retangulo com o dobro da area de um
quadrado dado”.

“A soma da area dois quadrados iguais pode ser igual a area de um retangulo formado
pelos dois quadrados”.

“A soma de dois quadrados dad um quadrado, para isso temos que transformar os
quadrados em triangulos com um angulo reto”.

“Um quadrado dividido ao meio, pela diagonal, forma dois tridngulos de areas iguais”.
“Quando um quadrado é formado a partir de dois quadrados iguais, a medida do lado do
novo quadrado ndo é duas vezes o lado do quadrado dado, mas a medida da area do
novo quadrado é duas vezes o dobro de um quadrado dado”.

“Quando a area de um quadrado mede o dobro da medida da &rea de um quadrado dado,
a medida do seu lado é igual a medida da diagonal do quadrado dado”.

Os conceitos em ac¢do mobilizados pelos alunos:

“A soma de dois tridngulos retangulos isosceles forma um quadrado”.

“Um quadrado pode ser decomposto em triangulos”.

Por fim, institucionalizamos que a medida da area do quadrado construido sobre a
diagonal de um quadrado dado é o dobro da area desse quadrado.

A cada atividade que comp®e a sequéncia didatica analisamos a evolucao temporal do
aluno por meio de suas producOes e a partir da verificagdo dos teoremas em acéo
produzidos para que eles chegassem a formalizacdo do conceito de area. A analise, por
meio dos desenhos e figuras construidas, da significagdo do conhecimento pelos alunos
e a identificacéo nas situacdes dos teoremas em acgéo e dos conceitos em acdo apontam a

evolucdo temporal do conhecimento dos alunos. Isso tém nos ajudado a perceber a
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compreensdo que os estudantes tém no processo de formagdo do conceito de area e sua

medida.
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