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Resumo

Na escola basica brasileira, geralmente, no que diz respeito ao ensino de Geometria
espacial. as figuras s@o apresentadas como meras ilustraces e ndo é solicitado ao aluno
nem suas construcdes, nem tdo pouco um tratamento que possibilite a solugdo de alguma
situacdo problema. Nesse sentido faremos uma analise praxeoldgica de algumas situacGes
em que o software Cabri 3D pode ser utilizado para conduzir o aluno a buscar a construcao
de solidos por truncaturas e caminhos para determinar a medida de seu volume. Para
desenvolver e analisar estas situacdes, utilizamos a Teoria Antropoldgica do Didéatico —
TAD, buscando identificar as organizacfes matematicas envolvidas nessas situacdes e que
podem ser propostas para o ensino e aprendizagem.

Introducéo

Almeida e Silva (2012) afirmam que ha caréncias de informacgdes a respeito dos solidos
arquimedianos no ensino brasileiro. Foram encontrados dois livros de Desenho Geométrico
um de 1897 e outro de 1960 em que esses solidos sdo citados a partir das planificacdes das
superficies de alguns deles. Atualmente, esse assunto ndo é tratado no ensino. Por outro lado,
com os computadores surge uma nova modalidade de tratamento para a Geometria a partir do
dinamismo que alguns softwares apresentam em suas construcdes, 0 que nos leva a buscar

novos caminhos para o ensino.

Por outro lado, em nossa vivéncia com professores do Ensino Médio (15 a 17 anos)
percebemos que o trabalho com geometria espacial acontece de forma bastante precaria
baseada em solidos como prismas e piramides, as vezes a esfera, mas totalmente voltado para
a métrica com a disponibilizacdo de formulas prontas. Os poliedros de Platdo ou os poliedros
regulares sdo apenas definidos para que os alunos memorizem que "todo poliedro regular é
poliedro de Platdo." Eventualmente, entregam a planificacdo de alguma superficie para que
os alunos construam um modelo em cartdo. Almeida (2010), no estudo desses poliedros,
constatou que esse contetdo ja fez parte do Ensino Basico na disciplina de Desenho e que
desapareceu completamente, quando essa disciplina deixou de existir para dar lugar a

Educagdo Artistica. Chevallard (1991) afirma que um objeto matemético ndo vive
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isoladamente Este autor introduz a nocéo de ecologia didatica para nos induzir a pensar em
um ecossistema como um conjunto de saberes que interagem entre si e na nocao de habitat de
um objeto matematico como a instituicdo onde se encontra esse saber e que, por sua vez,
determina a funcéo desse saber (seu nicho). Assim, os sélidos arquimedianos poderiam voltar
ao sistema de ensino a partir da tecnologia Cabri 3D, que passaria a ser seu habitat, como
afirma Almeida e Silva (2012). Para Almouloud (2007, p. 113) “a problematica ecoldgica
amplia o campo de analise e permite abordar os problemas que se criam entre os diferentes

objetos do saber a ensinar”.

Almeida (2010), baseando-se na Problematica Ecoldgica de Chevallard, conjecturou que o
Cabri-3D pudesse ser o ambiente para retomar o estudo desses solidos por favorecer a
representacdo de figuras espaciais, como também sua manipulacdo direta, possibilitaria a
exploracdo de conjecturas. A partir de um estudo histdrico encontrou, no Renascimento, as
truncaturas de sélidos platénicos de Piero della Francesca (1412-1492) e nele se baseou para
construir no Cabri-3D alguns dos sélidos arquimedianos. Atualmente, baseado nesses
estudos, estamos desenvolvendo atividades para levar o trabalho com esses solidos para
professores. Sdo algumas dessas ideias que apresentaremos neste trabalho, além de tratar de
outros conteudos, mesmo que rapidamente, para melhor mostrar a compreensao de situagdes-

problema para o ensino de Geometria utilizando o Cabri-3D.

A Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD de acordo com Almouloud (2007) pode ser um
instrumento poderoso para analise de praticas docentes, Chevallard (1992) construiu um
modelo, como evolugdo da nocdo de Transposicdo Didatica, que foca o estudo de
OrganizacOes (ou Praxeologias) Didaticas (OD) elaboradas para o ensino e aprendizagem de
Organizacbes (ou Praxeologias) Matematicas (OM). A TAD estuda as condigbes de
possibilidade e funcionamento de sistemas didaticos entendidos como relacfes entre sujeito,
instituicdo e saber. Gascon (2011) considera na TAD a vida institucional de uma OM, a
génese, o desenvolvimento, a difuséo intrainstitucional, a migracdo para outras instituicdes e
0 desaparecimento institucional de praxeologias mateméticas, como objeto principal de
estudo, enquanto a relacdo pessoal é vista como objeto secundario, mas ndo menos
importante. Assim, percebe-se que quando a disciplina Desenho deixa de ser oferecida a
relacdo entre os sOlidos arquimedianos e a instituicdo escolar deixa de existir e,
consequentemente, a relacdo entre esse saber e os professores e alunos também deixa de

existir.
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Na TAD as nogdes de tipos de tarefa, de técnica, de tecnologia e de teoria permitem modelar
as atividades matematicas. Para uma determinada tarefa existe pelo menos uma técnica
(maneira de fazer) reconhecida na instituicdo que problematizou a tarefa, embora outras
instituicbes possam ter técnicas alternativas para o mesmo problema. Ja, a ecologia das
tarefas diz respeito as condigdes e necessidades que permitem a producdo e utilizacdo destas

nas instituicdes.

Outro ponto que deve ser considerado na construcdo dessas organizacdes didaticas é o
registro de representacdo semidtica que sera utilizado, os tratamentos possiveis e ainda se a
conversao para um outro registro poderd ocorrer ou ndo. Para Duval (2011, p. 84) "a
Matematica é o Unico dominio em que o progresso dos conhecimentos estd estreitamente
ligado a invencdo de novos sistemas semiéticos.” A respeito de figuras geomeétricas, o autor
afirma que sua construgdo por instrumento ou softwares, dd maior confiabilidade e
objetividade porque permite verificacdes e observagdes, que sdo atividades em que "ver" é
importante. Acrescenta que o ensino deve assumir que as figuras formam um registro de
representacdo semidtica especifico em que é preciso descrever as operagdes puramente
figurais que permitirdo utilizar uma propriedade matematica e ainda transformar qualquer
figura em outra. Quanto a geometria espacial, o autor afirma que ha necessidade, por
exemplo, do olhar que permite ver a forma 2D (duas dimensdes) obtida pela interseccdo de

um solido por um plano qualquer do espago.

Partindo desses pontos e interessados em estudar as questdes do ensino de volume de solidos
ndo usuais buscamos construir uma organizagdo matematica que permitisse a alunos do
Ensino Médio, a partir do célculo da medida do volume de um cubo, generalizar outras
formulas que ndo as dos classicos: prismas e piramides encontrados em livros didaticos.
Dessa forma, elaboramos uma organizagcdo matematica que ndo sé tratara de um dos sélidos
arquimedianos, mas também de um sélido de Platdo, que embora definidos ndo tem seu

volume discutido no ensino.

As tarefas e o Cabri 3D

O Cabri 3D, enquanto software de geometria dindmica possibilita a manipulacéo do plano de
base que permite olhar o objeto construido de varios pontos de vista e ainda, o corte de
poliedros por planos que permite realizar construcGes de solidos por truncaturas. Nesse
sentido o Cabri 3D permite olhar todas as arestas dos sélidos construidos, a determinacao de

pontos em qualquer uma de suas arestas e ainda a identificacdo de poligonos quando se corta
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0 objeto por um plano. Essa "desconstrucdo” dimensional, de acordo com Duval (1999),
permitird o desenvolvimento da visdo que consiste em apreender simultaneamente diversos
objetos e uma apreensdo completa do objeto. No entanto € a visualizacdo, enquanto atividade
cognitiva, que permitird ver ao olhar, para observar e compreender 0 que estd realmente

representado.

Para Laborde (2007), a tecnologia tem a capacidade de oferecer diversas representacdes para
0s objetos matematicos e por meio de tecnologias digitais, novos sistemas séo introduzidos
para ampliar a capacidade de manipulacdo e processamento, tais como o arrastar nos
ambientes de Geometria Dinamica para alterar o tipo de representacdo que pode ser oferecido
para a atividade matematica e a construcdo de significados para seus objetos.

Uma Organizacdo Matematica para o célculo da medida de volume de solidos

Tipo de Tarefa: Desenvolver a férmula para o célculo da medida do volume de um poliedro.
Tarefa 1: Construir uma formula para o calculo da medida do volume de um octaedro.
Subentende-se que o aluno ja possua conhecimentos acerca do célculo para a medida do
volume de um cubo qualquer e que um octaedro pode ser obtido a partir dos pontos de
interseccdo das diagonais das faces de um cubo.

T1.1 Construir utilizando o Cabri-3D um cubo.

A técnica que permite resolver esta sub tarefa é abrir o programa Cabri 3D, esconder o
referencial cartesiano, pois estamos trabalhando com Geometria, entrar no menu que permite

construir poliedros regulares e construir um cubo qualquer.

O discurso tecnoldgico-tedrico que justifica a construcdo esta implicito no proprio software,

pois a execucdo dessa tarefa no Cabri, ndo implica que o - N
Figura 1: construgdo das

executor tenha os conhecimentos de Perspectiva necessarios diagonais das faces e
- . . pontos de interseccdo
para justificar sua construcdo, mas conhecimentos de
utilizacdo das ferramentas do software.

T.1.2 A partir desse cubo construa um octaedro.

Esta tarefa é resolvida em duas subtarefas: a obtencdo dos

vértices do octaedro e sua construcdo. A primeira pode ser

resolvida pela obtencdo dos centros dos quadrados que | Figura2: construgdo dos pontos
médios das diagonais das faces
representam as faces do cubo a partir do tragado das
diagonais de cada face do cubo e determinacdo de seu

ponto de interseccdo, como mostra a figura 1.

Outra técnica possivel seria a obtengdo do ponto médio das

extremidades de uma diagonal da face de um cubo, como mostra a figura 2. Neste caso, além
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da justificativa da tecnica anterior se acrescenta o conhecimento de que as diagonais de um
quadrado se interceptam em seu ponto medio.

Outra maneira de obter os centros das faces seria perceber que o Cabri traca o centro da face

que estad contida no plano de base e, por esse ponto tracar
. . . Figura 3: construcdo dos centros
uma perpendicular, como mostra a figura 3. A partir dessa | dos quadrados por simetria central
perpendicular tragar a interseccdo da perpendicular com a
face superior da superficie cubica e por simetria axial os
outros dois centros das outras faces. Além das

justificativas anteriores, nesta € necessario mobilizar o

conhecimento de que os centros de faces opostas séo

simétricos em relacdo a reta que une outros dois centros opostos.
Para encontrar esses pontos, com qualquer das técnicas, sera necessario girar a figura para

acesso a todas as faces e ainda identificar os veértices de cada aresta, tracar as diagonais e

identificar pontos de interseccdo, de acordo com o caso. Figura 4: construcéo do Octaedro
Para a construcdo do octaedro execucdo da segunda
subtarefa, no entanto, apenas girar a figura ndo permite
que se veja todos os pontos e menos ainda o octaedro. E

necessario alterar o aspecto da superficie, como mostra a

figura 4, tornando-a de certa forma transparente, deixando

assim de se tratar com um poliedro para se tratar apenas de sua superficie, ou seja de um
objeto que, a principio, seria um solido e agora ndo tem volume, apenas capacidade, pois é
oco. A partir dessa modificacdo visual do cubo inicial é necessario entrar no menu de
poliedros e selecionar "poliedro convexo" para obter o octaedro a partir de seus vértices. O
discurso tecnoldgico-tedrico que justifica as técnicas utilizadas para resolver a tarefa T1 é a
construcdo do octaedro a partir de um cubo que séo justificadas pela Geometria e pelo
Desenho Geométrico.

De acordo com Duval estamos desenvolvendo visualizagdo na medida em que temos que ver

além do que enxergamos, isto é, a principio enxergamos

um cubo, mas passamos a ver quadrados, arestas e pontos | Figura 5: construcdes auxiliares
nessas arestas. para determinacédo da férmula
T.1.3 Desenvolva uma férmula para determinar o volume
desse octaedro em funcdo da medida a da aresta do cubo.
Para realizar essa tarefa, uma técnica possivel seria

construir segmentos e poligonos, como mostra a figura 5,

para perceber que em cada oitavo do cubo existem dois

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 7681



&

UII r I RFM Montevideo, Uruguay
s il Wi

Ene 16 al 20 de setiembre de 2013

prismas, cada um com trés tetraedros de mesmo volume, sendo que um deles faz parte do
octaedro e representa um oitavo de seu volume. Podemos concluir entdo que o cubo tem 48

tetraedros de mesmo volume e que 8 deles formam o octaedro. Logo o volume do octaedro

p 8 . 3 ..
sera dado por V = Ea3 ou seja, V= az Outras técnicas podem ser encontradas em sala de

aula.

O discurso tecnoldgico tedrico que justifica essa técnica estd baseado nos conhecimentos de
volume, principalmente, na propriedade que diz que “um prisma de base triangular pode ser
decomposto em trés piramides de mesmo volume.” Além disso, baseia-se na relacdo parte-
todo obtida pela decomposi¢do da figura para determinar a expressdo algébrica que relaciona
a medida do volume do octaedro com a do cubo. Para a obtencdo da formula foi necessaria
uma decomposicgéo da figura que permitiu observar uma relacéo parte-todo entre o octaedro e
0 cubo e a associacdo do numero 8/48, ou seja uma conversdo do registro figural para o
registro numérico. A partir dessa relacdo podemos obter uma representacdo no registro

algébrico, da relacdo entre a medida do volume do octaedro e do volume do cubo.

T.1.4 Desenvolva uma formula para determinar o volume de um octaedro qualquer de aresta
medindo X.
A técnica para a resolucdo dessa tarefa seria a generalizagdo da férmula encontrada na

anterior, ou seja, reconstrui-la para um octaedro qualquer. Uma técnica possivel, agora no

- 7 - - 2 -y .
registro algébrico seria perceber que a aresta do octaedro mede % pois é a diagonal de um

. ~ . 2 2
quadrado de lado de medida > e buscar o valor de x em funcéo de a. Isto &, x = ~==a = \/—;
3 3 3
. . , . . , 1/2 2 2
que substituido na férmula obtida anteriormente nos d& o volume: V = E(\/_g) = % =1 ;/—

O discurso tecnologico tedrico que justifica a técnica da generalizacdo seriam as proprias
relacOes algébricas entre as medidas dos objetos geométricos em questéo.

A validacdo empirica da formula obtida poderia ser obtida a partir da ferramenta medida de
volume e a calculadora disponiveis no Cabri 3D, esclarecendo que esse procedimento ndo
demonstra formalmente a veracidade da formula encontrada.

A partir da realizacdo desta tarefa podemos solicitar outra para o desenvolvimento da
férmula da medida do volume de um cuboctaedro.

Tarefa 2: Construir uma formula para o calculo da medida do volume de um cuboctaedro.
Para a realizacdo desta tarefa € necessario mobilizar o conhecimento de que o cuboctaedro

pode ser obtido por truncaturas do octaedro.
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T.2.1 Construir um cuboctaedro.

A partir do octaedro construido é necessario determinar os pontos médios de trés arestas do
octaedro, em torno de um Vértice. Por esses trés pontos construir um plano e recortar o
poliedro determinado a partir desse vértice, como mostram as ilustragdes da figura 6. Essa
técnica é justificada pela prépria construcdo do cuboctaedro a partir do octaedro e para
realiza-la basta utilizar a ferramenta do Cabri para determinar o plano, a ferramenta de
recorte de poliedro e a ferramenta que esconde o plano construido. O processo deve ser
repetido para todos os vértices do octaedro.

Figura 6 - processo de construcdo do cuboctaedro por truncatura

2

T 2.2 Determinar a férmula para a medida do volume do .
Figura 7. Cuboctaedro

cuboctaedro em fungé@o da medida a da aresta do cubo. inscrito em um octaedro.

Para desenvolver a férmula solicitada temos que ter como

referéncia o cuboctaedro e com as truncaturas das piramides,

a partir dos vértices do octaedro, este desaparece. Para obté-

lo basta ligar seus vértices por segmentos e obter um modelo

com as arestas do octaedro, como mostra a figura 7.

A técnica que resolve esta tarefa pode ser a constatacdo de que como o octaedro é regular e

tem aresta medindo aT‘E a aresta do cuboctaedro tem medida igual a metade da aresta do

octaedro, pois liga dois pontos médios de um triangulo equilatero (face do octaedro), ou seja

2 . . . .
mede a‘TF. Da mesma maneira que fizeram na tarefa anterior concluir que do volume do

octaedro foram retirados seis piramides de base quadrada e altura igual a %, 0 que nos da um

1 2 2 3 . . 3
volume de 6 x - x a‘TF N %F X % = 611—6. Assim, o volume do cuboctaedro é dado por % —
a® 54 . 5a3 5 ab . . .
o= 25 U ainda que w5 — 5 ¢ ouseja o cuboctaedro tem cinco oitavos do volume do
octaedro.

T.2.3 Determine uma férmula para a medida do volume de um cuboctaedro qualquer de
aresta medindo x.
A técnica, como na tarefa anterior, é a generalizagdo da formula obtida, considerando que

3
aTﬁ Substituindo este valor obtemos que V = Sfx :

4x

A

x =—,istoé, a=
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Consideracoes finais

Estas organizacfes matematicas podem ser levadas para a sala de aula a partir de
organizacg0es didaticas que a mobilizem. Isto significa que podemos escolher o contexto que
sera apresentado para o aluno. A andlise por TAD nos possibilita isolar a tarefa do ponto de
vista matematico e explora-la no sentido de identificar as possiveis técnicas que a resolvem,
bem como suas justificativas. Por outro lado, vimos que o Cabri 3D é um ambiente favoravel
para o trabalho com a construcdo de formulas para medidas de volume de poliedros nao
trabalhados geralmente no Ensino Basico.
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