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Resumen
Presentamos un estudio indagando en los significados que le atribuyen al signo de igual,

estudiantes que estan cursando el primer afio del Ciclo Basico de Ensefianza Secundaria en un
liceo de Montevideo. Realizamos un estudio de casos con alumnos de tres clases de primer afio a
quienes les propusimos un cuestionario y les realizamos entrevistas; también entrevistamos a las
docentes, analizamos los enfoques de ensefianza, las actividades de aprendizaje que se les
propuso a los alumnos y las actividades que proponen los libros de texto. Los resultados
muestran que una parte importante de los alumnos interpretan el signo de igual como el
indicador del resultado de una operacion y no como el indicador de una relacion de
equivalencia, interpretacién que resulta imprescindible para el abordaje del algebra; ademas, los
docentes y los libros de texto, no le brindan al tema una atencién especial. Encontramos que las
interpretaciones relacionales se vieron favorecidas cuando se presentaron las sentencias en
contextos no estandar de operaciones a ambos lados. Sugerimos a los docentes prestarle atencién
explicita a esta tematica, y brindarles a los alumnos posibilidades de enriquecer sus visiones,
presentandoles actividades donde el signo de igual se utilice en distintos contextos y situaciones.

Como objetivos especificos de esta investigacion nos planteamos explorar los diferentes
significados del signo matematico de igual en un contexto numérico, construidos por estudiantes
que estaban terminando de cursar el primer afio del Ciclo Basico de Ensefianza Secundaria. Para
esto realizamos un estudio de casos con 36 alumnos pertenecientes a tres clases de primer afio a
los que les propusimos un cuestionario®, y luego les realizamos entrevistas individuales a 13 de
ellos. Por otro lado, y para indagar en el enfoque de ensefianza y en las actividades de aprendizaje
realizamos entrevistas individuales a las docentes, consultamos la libreta del docente de cada
grupo, y analizamos el contenido de dos cuadernos de clase. Por Gltimo realizamos una revision

de los dos libros de texto para primer afio del Ciclo Basico mas utilizados en nuestro pais.

Varios autores (Kieran, 1992; MacGregor & Stacey, 1997 y 1999; Knuth et al., 2006 y 2008)
sefialan que una adecuada comprension del signo de igual y de la igualdad matematica constituye
un requisito imprescindible para el aprendizaje del &lgebra. Destacan también estos autores que

para comprender adecuadamente el signo de igual, se requiere poder interpretarlo de forma

! Es cuestionario puede verse en el anexo.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 39



&

v!l c!EFM Montevidea, Uruguay

Ene 16 al 20 de setiembre de 2013

relacional, es decir como el indicador de una relacién de equivalencia, y no exclusivamente de
forma operacional, como el indicador del resultado de una operacion o como una sefial de hacer

algo.

Marco teorico

Molina (2006) y Molina, Castro & Castro (2009) detallan once significados distintos del signo de
igual®, entre los que se puede distinguir aquellos que tienen un significado que es reconocido y
utilizado por la comunidad matematica, los que son propios de la matematica escolar, y los que
surgen del uso y de las interpretaciones de los alumnos, que pueden ser matematicamente
correctos 0 no. Por su parte McNeil, Grandau, Knuth, Alibali, Stephens, Hattikudur & Krill
(2006), definen cinco contextos distintos en los que se utiliza el signo de igual: 1) el contexto
estandar, de operaciones-igual-respuesta, 2) el contexto de operaciones a ambos lados, 3) el
contexto de operaciones del lado derecho, 4) el contexto sin operaciones explicitas, y 5) otros
contextos.

Hay por ultimo varios autores (entre otros Behr et al., 1976; Kieran, 1981; Knuth 2006) que

distinguen Gnicamente dos categorias: la vision operacional y relacional del signo de igual.

Anadlisis de las respuestas al cuestionario
Por un tema de espacio nos enfocaremos en las respuestas de los alumnos al cuestionario,

relegando el analisis de los enfoques de ensefianza y de los libros de texto para otra oportunidad.

En una primera parte del analisis de las respuestas al cuestionario nos concentramos en las

visiones operacional y relacional del signo de igual manifestadas por los alumnos.

Distinguimos cuatro grupos de alumnos segln la vision del signo de igual manifestada en sus
respuestas. Veremos a continuacion dentro de cada uno de estos grupos algunos ejemplos de los
trabajos de los alumnos.

i) Alumnos que evidencian una vision exclusivamente operacional (hay diez alumnos en este
grupo). Cecilia (13 afos) interpreta el signo de igual como el indicador de cuanto “te da” cierta
operacion, en la pregunta 1)b) completa el espacio en blanco con un 24 y agrega un “=29” a la

derecha del 5: 18 + 6 = 24 +5 = 29, “Te da 29 porque si sumas 18+6 te da 24 y si al 24 le

sumas 5 te da 29”. La alumna extiende esta concepcion incluso cuando no hay operacion: 2)g)

8 = 16, “Es falsa porque si tenés 8 no te puede dar 167, 2)c) 16 = 7 + 9, “Es falsa porque es

imposible que tengas 16 y te dé 7”.

? Los significados pueden consultarse en el anexo.
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Sebastian (14 afios) contesta la pregunta 1)f) de la siguiente forma: 14 = —11+3 yen la

entrevista sefiala: “Es que mira, yo pensaba esto: agarraba, decia 14, y ponia un nimero que me
termine dando (...) mas 3”. Aqui el alumno considera como el resultado al nimero que est mas a
la derecha de la sentencia, posiblemente esté recurriendo a la imagen sintactica que tiene asociada
a una operacion en el sentido en que se le presentan habitualmente: en un contexto estandar. En la

pregunta 2)c) el alumno contesta que 16 =7 +9 es una sentencia falsa porque esta

“incompleta”, en la entrevista queda claro que en realidad considera que esta al revés: “Tiene que

ser (escribe 7+9=16) 7 mas 9, es igual (enfatiza) 16, no al revés”.

ii) Alumnos que transitan de la visidn operacional a la relacional (hay ocho alumnos en este
grupo). Varios alumnos de este grupo sefialan con precision la pregunta 5)* como el momento en
gue cambian su forma de pensar. Por ejemplo Lucas (13 afios) manifiesta en la entrevista lo

siguiente:

L: Yo al principio pensé que era la cuenta, y cuando nos diste la segunda... (hace
referencia a la segunda parte del cuestionario, de la pregunta 5 al final, que se les daba a
los alumnos una vez que entregaban la primera parte) me di cuenta que tenias que buscar

como... cOMo es esto... viste esto, aca tiene que ser como el equivalente. (...)
E: ;Qué fue lo que vos entendiste que habia que hacer? (...)

L: Las cuentas, como esto (pregunta 1.a) estd planteado como una cuenta, dije ta las

cuentas.

Cuando el alumno dice que “esta planteado como una cuenta” posiblemente estd haciendo
referencia a su interpretacion del signo de igual como indicador de una propuesta de actividad,
luego de la pregunta 5) se da cuenta de que se trata de buscar “el equivalente”, es decir, que hay

que interpretar el signo de igual como expresién de una equivalencia.

iii) Alumnos que combinan ambas visiones (hay cinco alumnos en este grupo). Una caracteristica
general de este grupo de alumnos es que les resulta mas facil argumentar y justificar a partir de
una vision relacional del signo de igual en las sentencias en donde estan escritos todos los
numeros (las de la pregunta 2), que en las que tienen que completar con el nimero que falta, mas

aun si el espacio para completar se encuentra inmediatamente a la derecha del signo de igual.

*5) Completa los espacios con el niimero que falta. Explica tus respuestas. a) 15 + 7 =___+ 15 b)
64+34+10=5+__ +10 )17 +4=13+___
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iv) Alumnos que muestran predominantemente una vision relacional (hay 10 alumnos en este
grupo). Hay dos alumnos que realizan todas las preguntas del cuestionario bien, uno de ellos, José
(12 afios), realiza el siguiente comentario en la pregunta 3):

3) Resuelve la siguiente operacién combinada y realiza el planteo correspondiente:

3x(10+3)+15 | i S - AL SV, WS A
39 18 \ 4

s oA . A R
e ARl A - &, >} MWine AN Asodl irng

' . ‘V'}{) _ o4 454 _‘;J)“-‘.'"‘, Ldiry ;5.4.;,._);-; as e DA AV Y
Esto que sefiala José nos da una idea de lo arraigado que esta en los alumnos la interpretacion del
signo de igual como propuesta de actividad, como no esta el signo el alumno duda si hay o no

“operacion”, es decir, si hay o no alguna actividad para realizar.

El resto de los alumnos de este grupo, 0 no contesta, 0 contesta con error al menos una de las

siguientes dos preguntas: 1)d) en donde habia que completar la sentencia 90+ 3= +3 =

yelverdaderoofalso2)e) 5 +9=14+2 =7 x 3 =121

La dificultad para interpretar las sentencias 1)d) y 2)e) fue algo reiterado en el total de los
participantes. De los 36 alumnos, solo 3 y 5 respectivamente, contestaron bien cada una de ellas.
Pensamos que esto esté relacionado con varios factores que van mas alla de la sola interpretacion
operacional del signo de igual. Si se quiere realizar la operacion (5 + 9) + 2 x 3, el planteo de
la pregunta 2)e) se corresponde con la secuencia de teclas que se deben presionar en una
calculadora comn para realizar el calculo. También si se quiere expresar oralmente como realizar
la misma operacion, (5 + 9) + 2 X 3, puede salir naturalmente una frase que se corresponda con
un razonamiento lineal implicito en el lenguaje: “5 mas 9 es 14, dividido 2 es 7, y por 3 es 217; al
traducir esta frase al lenguaje matematico escrito nos queda la sentencia 2)e) (Essien & Setati,
2006; Lyons, 2003; Pirie, 1998).

En concordancia con lo reportado por McNeil y Alibali (2005) pudimos apreciar que las
interpretaciones relacionales de los alumnos se vieron favorecidas cuando se presentaron

igualdades en contextos no estandar. Mientras en la pregunta 1)b) 18+ 6 = ____ + 5, hubo diez
alumnos que manifestaron una vision relacional, en la pregunta 2)d) 4+ 7 =9+ 2 hubo
dieciocho, en la pregunta 5)b) 6+ 5+ 10 =5+ __ + 10 también hubo dieciocho, y en la
pregunta 5)c) 17 + 4 =13 + ___ hubo diecisiete. Vemos que en la primera sentencia el signo

de igual puede ser interpretado como una propuesta de actividad en un contexto estandar, en las
tres Gltimas esta interpretacion no se favorece, ya que no hay espacio para completar al lado del
signo de igual, y puede surgir con mas claridad que se trata de sentencias en un contexto de

operaciones a ambos lados.
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En la pregunta 2)g) los alumnos debian responder si la sentencia 8=16 era verdadera o falsa, una
cuarta parte del total (nueve) contestd que era verdadera, y otra cuarta parte la dejo sin contestar,
en definitiva solo la mitad de los alumnos participantes reconocieron a esta sentencia como falsa.
Nos surgieron entonces dos interrogantes: ¢cuéles son las posibles causas que llevan a un alumno
a considerar verdadera esta sentencia?, y ¢qué significado le esta asignando al signo de igual un

alumno que piense de ese modo?

Los argumentos de los alumnos que consideran la sentencia verdadera pueden resumirse en tres:
porque existe una operacion que involucra al 8 cuyo resultado es 16 (por ejemplo 2x8, u 8+8),
porgue 16 es el doble de 8, y porque 8 es “equivalente” a 16 (donde el término “equivalente” esta
utilizado en una forma distinta a la habitual). Consultamos también a las docentes al respecto. Una
de ellas busca la explicacion en el hecho de que 16 es multiplo de 8, sefiala que los alumnos al
parecer no estarian pensando en una igualdad sino en multiplos de 8: 8, 16, 24, etc. La otra
profesora por su parte encuentra la explicacion en el contexto de la bldsqueda de fracciones
equivalentes, sefiala que los alumnos estdn acostumbrados a multiplicar o dividir por dos el

numerador y el denominador de una fraccidn para encontrar fracciones equivalentes, y que asi la

. . . = , .
equivalencia de, por ejemplo, <y > los podria llevar a considerar que 8 = 16 es verdadero.

Por otro lado en uno de los cuadernos de clase encontramos la siguiente notacién utilizada por una

de las profesoras:

Esta notacidn es una modificacion de la siguiente: @ = b, que es usada en uno de los dos libros de

texto® para primer afio méas utilizados, y que indica que el nimero a es un multiplo del nimero b.

Ya que esta notacion aparece en uno de los libros de texto para primer afio, y que, con
modificaciones, la usa una de las docentes participantes en el estudio, podemos suponer que es
utilizada en algunos cursos de matematica de primer afio. Estamos ante un uso del signo de igual

que indica algo que no es una igualdad, y que por consiguiente puede confundir a los alumnos.

Cabe preguntarse hasta qué punto la escritura 10 = 5 no puede llevar a algunos alumnos a

considerar que la sentencia 10 = 5 es verdadera.

Analizando el marco tedrico notamos que el uso del signo de igual que se desprende de la

notacion a = b no corresponde exactamente con ninguna de las categorias establecidas por

* Borbonet, M., Burgos, B., Martinez, A. & Ravaioli, N. (2000) Matematica 1.
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Molina (2006) y Molina et al. (2009). El significado que nos parece méas cercano es el de
indicador de cierta conexion o correspondencia, este, segin Molina, corresponde a un significado
impreciso del signo de igual que se refiere a su uso entre objetos no matematicos o de distintas
naturaleza, como por ejemplo entre imégenes o figuras y ndmeros, 0 entre expresiones

matematicas y no matematicas.

Cuando se escribe 10 = 5 se esté indicando una conexion o correspondencia: que 10 es multiplo

de 5. En este caso el signo de igual puede ser sustituido por la frase “es un”, que determina esta
correspondencia. La diferencia con la descripcion de Molina, radica en que aqui la
correspondencia se establece entre dos objetos matematicos.

Pensamos entonces que estamos ante una nueva categoria, no resefiada por Molina et al., que
puede considerarse como una ampliacion del significado indicador de cierta conexion o

correspondencia, admitiendo que este también puede darse entre dos expresiones matematicas.

Creemos que el posible significado asignado al signo de igual por los alumnos que consideran a
8=16 como una sentencia verdadera esta vinculado con lo anterior. EI alumno esta estableciendo
que 8 es igual a 16 porque existe una relacién o una correspondencia entre el 8 y el 16.
Consideramos entonces que estamos ante otro ejemplo del significado indicador de cierta
conexién o correspondencia, pero entre dos objetos matematicos. Vemos ademas que esta es una
interpretacion operacional, el signo de igual indica un resultado: el 16. El signo funciona como un

operador incluso alli donde no hay operacion alguna.

Conclusiones

Los resultados de este estudio ponen de manifiesto la existencia de un doble problema en relacion
a la igualdad matematica y a los significados del signo de igual. Por un lado hemos visto que una
parte importante de los alumnos participantes interpretan el signo de igual de forma operacional,
como el indicador del resultado de una operacion, y no de forma relacional, como el indicador de
una relacion de equivalencia. El segundo problema surge al comprobar que los docentes y los
libros de texto no le brindan a este tema una atencién especial, 0 porque no lo reconocen como un
problema —asumiendo que los alumnos de nivel secundario dominan estos conceptos
adecuadamente- o porque aun reconociéndolo como tal, o bien no han tomado conciencia de su
importancia, o bien no tienen elementos didacticos como para enfrentarlo en las practicas de

ensefianza.

Recomendaciones didacticas
Una de las dificultades para enfrentar esta problemética es su invisibilidad, en consecuencia

recomendamos a los docentes prestarle una atencién explicita a la comprension de los significados
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del signo de igual y de la igualdad matematica, no presuponer que todos los alumnos tenga
adquirida una vision relacional del signo de igual y estar atentos para evitar los posibles malos

entendidos generados por las visiones exclusivamente operacionales.

Simultdneamente con lo anterior se deberian proponer actividades que ayuden a los alumnos a
construir una vision relacional del signo de igual, presentdndoles igualdades y sentencias para
completar en contextos que no sean exclusivamente el estandar, sino también acostumbrarlos a
trabajar en contextos de operaciones del lado derecho, de operaciones a ambos lados y sin
operaciones explicitas.

Pudimos ver que la secuencia propuesta a los alumnos en el cuestionario produjo en varios de
ellos aprendizaje, en base a esto sugerimos una posible secuencia de actividades: comenzar con

algunas sentencias para completar como la 1)a) 14 X3 =__—3 lal)b)18+6=__ +5 0

la 1)c): _+3 =11+ 5, para ver si los alumnos manifiestan una vision relacional u
operacional del signo de igual. A continuacion se les puede proponer algunas sentencias como la
5b) 6+5+10=5+_+10, 0 la b)) 17+ 4=13+__ | en donde el objetivo seria

generar un conflicto con la posible interpretacion operacional, ya que el nimero escrito a la

derecha del signo de igual no corresponde con el resultado de la operacion escrita a la izquierda.

Seria interesante también prestarle atencién a las notaciones matematicas habituales en las que se

usa el signo de igual, y a la posibilidad de que algunas de ellas puedan dificultar la comprension

de otros significados del signo. En este sentido creemos que, por ejemplo, la notacion a = b no

es conveniente usarla en etapas tempranas de aprendizaje. Seria bueno también investigar mas a
fondo la conveniencia de usar 0 no, con alumnos en estas edades, el signo de igual para indicar

que dos fracciones son equivalentes.
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Anexo

1) Completa con el nimero que falta en cada espacio. Si en algln caso piensas que hay mas de
una posibilidad, indicala. Explica todas tus respuestas.

14x3=__—3
b)18+6=__ 45

C) +3=11+5

d90+3=__ +3=__
e)___=16—4
flia=__ +3

g__ =15

2) Contesta si cada una de las siguientes igualdades son verdaderas (V) o falsas (F). En aquellas

que sean verdaderas explica por qué, y en las que sean falsas indica qué es lo que esta mal.

a)7+12=19 -3
b)5+9=14+2
c)le=7+9
d4+7=9+2

e)5+9=14+2=7x3=21

f)17 = 17
g) 8 =16

hy4=0
5+9=21

salto de pagina

3) Resuelve la siguiente operacion combinada y realiza el planteo correspondiente:

3% (10 + 3) + 15
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4) Indica si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa. Si es verdadera explica por qué y plantea
un ejemplo utilizando nimeros; si es falsa explica qué es lo que estd mal y muestra un ejemplo

utilizando nameros que lo ejemplifique:

si ay b son dos nimeros naturales, entoncesa +b = b +a

salto de pagina

5) Completa los espacios con el nimero que falta. Explica tus respuestas.

a)15+7=__ +15
b)6+5+10=5+__ +10
Q17+4=13+_

6) Indica si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa. Si es verdadera explica por qué y plantea
un ejemplo utilizando nameros; si es falsa explica qué es lo que esta mal y muestra un ejemplo

utilizando nimeros que lo ejemplifique:

1+4=2+ 3entonces 1+ 4+ a =2+ 3 + adonde a es un nimero natural cualquiera.

7) Las siguientes actividades se refieren al simbolo que te presentamos a continuacion:

a) ¢Cudl es el nombre que tiene ese simbolo?
b) Explica con tus propias palabras cuél es el significado que tiene para ti ese simbolo.

c) Muestra por lo menos tres situaciones distintas donde ese simbolo pueda usarse.

Significados del signo de igual resefiados por Molina (2006) y Molina et al. (2009)
1. Propuesta de actividad. Refiere al uso del signo en expresiones incompletas, con una cadena

de nimeros o simbolos vinculados por simbolos operacionales a la izquierda del signo de igual, y

un espacio vacio a la derecha de este. Ejemplos: 16:3= ; X(X+1) —3x(x+5) =

2. Operador (u operacional). Refiere al uso del signo de igual como un simbolo que separa una

cadena o secuencia de operaciones, que se sitan a la izquierda del signo, y su resultado, que se

dispone a la derecha. Ejemplos: 4 x 5=20;  X(X—2)+3x* = 4x* —2x
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3. Expresion de una accidn. Este es un significado bidireccional del signo de igual, que extiende
el significado de operador recién resefiado. Aqui la cadena o secuencia de operaciones va

indistintamente a la izquierda o a la derecha del signo de igual, y el resultado, en el otro miembro.

Ejemplos: 2X=X(X=2)=x" +4x. 24=12+12. 12+12=24

4. Separador. Este uso se lo dan algunos alumnos al utilizarlo en contextos algebraicos como
separador de los pasos realizados en la resolucion de una actividad.

Ejemplo: vxi+1=yx=x*4+1=x=x*—-—x+1=0.

5. Expresion de una equivalencia. Refiere al uso del signo de igual para relacionar dos
representaciones diferentes de un mismo objeto matematico.

5.1. Equivalencia numérica. El signo de igual indica el mismo valor numérico en las
expresiones aritméticas que se encuentran en ambos miembros. Ejemplos: 4+5=3+6,

2\3=+12

5.2. Equivalencia simbdlica. Aqui el signo de igual indica el mismo valor numérico de dos
expresiones algebraicas para todos los valores de la o las variables. Ejemplos:

X* +2x=x(x+2). a+b=b+a.

5.3. Identidad estricta. Aqui las expresiones a ambos lados del signo de igual representan el

mismo objeto matematico con el mismo representante. Ejemplos: 3=3. X=X.

X+5=X+5
5.4. Equivalencia por definicion o por notacion. Este uso indica la equivalencia de

dos expresiones numéricas o algebraicas por definicion o por el significado de la

notacion utilizada. Ejemplos: como fracciones);

0| o

6 3
=— (considerando —
3 ( 2 y

Nlw

100cm =1m_

6. Expresion de una equivalencia condicional (ecuacion). Se encuentra en el contexto del
algebra cuando la equivalencia expresada por el signo de igual solo es cierta para algin o algunos
valores de la o las variables, pudiendo inclusive no ser cierta para ningin valor. Ejemplo:

x? 4 4x = 5x — 6.

7. Definicion de un objeto matematico. EIl signo de igual se utiliza para definir o asignar un

nombre a una funcién u otro objeto matematico. Ejemplo: a® = 1.
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8. Expresion de una relacion funcional o de dependencia. Refiere al uso del signo de igual para
indicar una relacién o dependencia entre variables o parametros. Ejemplo: ¥ = 3x + 2.

9. Indicador de cierta conexion o correspondencia. Significado impreciso del signo de igual
que se refiere a su uso entre objetos no matematicos o de distinta naturaleza, como por ejemplo
entre imagenes o figuras y nimeros, o entre expresiones matematicas y no matematicas. Ejemplo:

e dbdl =3,

10. Aproximacion. Este significado corresponde al uso del signo para relacionar una expresion
aritmética y una aproximacion de su valor numeérico. Ejemplo: - = 0,33

11. Asignacion de un valor numeérico. El signo de igual asigna un valor numérico a un simbolo.
Ejemplo: si x = 4, ;cudl es el valor de x* — 57?
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