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Resumen

La experiencia se desarroll6 en un primer curso de matematica con estudiantes de la
Facultad de Arquitectura y Urbanismo de la PUCP. Tuvo por finalidad explorar las
representaciones graficas de los estudiantes a partir de la ecuacion de una superficie.
Esta exploracion fue realizada primero con lapiz y papel y después con el software
Mathematica. Se eligi6 este software porque, entre muchas de sus funciones, permite
representar superficies estaticas o dindmicas. Se trabajé una actividad introductoria
para familiarizar a los estudiantes con el comando ContourPlot3D del Mathematica,
que fue empleado posteriormente. Para el analisis de las respuestas se consideraron
algunos elementos tedricos sobre visualizacion propuestos por Duval (2002; 2005). La
identificacion de distintas secciones conicas que se generan cuando la superficie se
interseca con planos paralelos a los planos coordenados XY, YZ, o XZ usando el
ambiente tecnolégico favorecid la adopcion de una posicion dindmica respecto al
objeto matematico abordado, situacion que no se consigue cuando se trabaja solamente
con lapiz y papel. Ademas, este software permitié que los estudiantes verifiquen y/o
validen sus representaciones graficas.

Introduccion

A partir de nuestra experiencia docente en el curso de Matematica | de la Facultad de
Arquitectura y Urbanismo, hemos observado que los estudiantes tienen dificultades para
identificar las distintas secciones cénicas que se generan cuando se interseca una

superficie con planos paralelos a los planos coordenados XY, YZ, 0 XZ.

En el area de didactica de las matematicas, investigaciones como las de Salazar et al.
(2012a; 2012b) muestran que existen preocupaciones cognitivas con relacion a la
matematica o a los significados construidos para su ensefianza cuando se desarrollan
actividades mediadas por ambientes tecnolégicos. Los investigadores afirman que al
estudiar el impacto de la tecnologia en la ensefianza de la matematica se debe considerar
necesariamente relaciones reciprocas entre los ambientes tecnologicos y el desarrollo
del pensamiento matematico. En cuanto al uso de ambientes tecnologicos, escogimos el

software Mathematica porque consideramos que puede ser utilizado como mediador en
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la ensefianza y aprendizaje de diferentes contenidos matematicos, en particular en el

tema de superficies.
Elementos tedricos

Tomamos como base tedrica las investigaciones de Duval (2002; 2005) en lo que se
refiere a visualizacion. Al respecto, el autor hace una distincion entre vision y
visualizacion sefialando que la vision como percepcion, envuelve dos funciones
cognitivas: funcion epistemoldgica, en la que el acceso es directo a cualquier objeto
fisico, a cualquier objeto que se ve. En ese sentido, la percepcién visual siempre es
tomada como modelo de la nocion epistemoldgica de intuicién; y la funcidn sinoptica
en la que la vision parece dar inmediatamente la aprehension de cualquier objeto o
situacion.

El investigador sefiala que no puede existir vision sin exploracion. Afirma que la
diferencia entre vision y visualizaciéon consiste en que la primera permite un acceso
directo al objeto y la segunda, se basa en la produccion de una representacion semiotica,
“[...] 1a representacion semiotica muestra relaciones, o sea, muestra la organizacion de
relaciones entre unidades significativas. [...] no hay comprension sin visualizacion”.
(Duval, 2002. p. 321), ya que la visualizacion es una actividad cognitiva es
intrinsecamente semidtica.

El investigador afirma que la vision provee un acceso directo al objeto, mientras que la
visualizacion esta basada en la produccion de representaciones semidticas y por ello
requiere de reglas que orienten la combinacién de signos, de manera que el producto
obtenido de la representacion tenga sentido. Esas posibilidades de combinacion de los

sistemas de representacion conceden a la visualizacion un potencial heuristico.
El software Mathematica

El Mathematica permite desarrollar calculos simbélicos y numéricos, construir graficos,
editar texto, etc. lo cual lo convierte en una herramienta potente en el proceso de
ensefianza y de aprendizaje. En este trabajo usamos especificamente el comando
ContourPlot3D para graficar superficies e identificar las secciones conicas que se
generan cuando se interseca una superficie con planos paralelos a los planos
coordenados XY, YZ, 0 XZ.
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Un ejemplo sobre el comando ContourPlot3D

Para graficar la superficie S de ecuacién x?-4z = 0 , ingresamos el siguiente comando:
ContourPlot3D [{x?-4z == 0}.{x, -10,10},
{y, -10,10} {z, -10,10}, AxesLabel> {“X”, “Y”, “Z”}]
Donde,
{x*>-4z == 0} Es la superficie a graficar, note que tiene que digitar (==), que es
caracteristica del comando ContourPlot3D.
{x,-10,10} Indica el “dominio de definicion” para X (de manera similar
paray, Yy para z), ya que el software grafica una parte de la superficie.
AxesLabel > {“X”, “Y™, “Z”} Nombra a los ejes correspondientes.
Shift + Enter Permite ejecutar el comando ContourPlot3D, para visualizar la
superficie deseada.
En la figura 1, observamos la grafica de la superficie S, después de ingresado el

comando correspondiente.

Figura 1. Gréfica de la superficie S
Percibimos que en la representacion grafica de la superficie hecha por el software, los
ejes son presentados de manera diferente al convencional, ya que la simulacion es
presentada en una “caja”. Sefialamos que los ejes coordenados deben tener el mismo

“dominio de definicion” para no distorsionar la parte de la superficie representada.
Descripcion y analisis de las actividades desarrolladas

Participaron veinte estudiantes del primer curso de matematicas de la Facultad de
Arquitectura y Urbanismo de la PUCP. En la primera etapa, los alumnos desarrollaron

la actividad con lapiz y papel; mientras que en la segunda etapa, usaron el Mathematica.
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En el presente articulo, analizamos la produccion del estudiante Miguel en la primera y

segunda etapa del trabajo.
Primera etapa: actividad con lapiz y papel

Esta actividad consta de tres partes. Mostramos el trabajo de Miguel para cada parte con

su respectivo analisis.

Considere la superficie S de ecuacion x? +y*—2y —2x +1=z.

a) Escriba las ecuaciones que resultan de cortar la superficie S con los planos
coordenados XY, YZ y XZ, en caso de obtener secciones cénicas, sefiale su
nombre, centro, vértices y focos, segun corresponda.

La figura 2, presenta los tratamientos (registro algebraico) realizados por Miguel al

desarrollar este item.

Figura 2. Respuesta de Miguel para la parte a

Observamos que Miguel realiz6 tratamientos en el registro algebraico para identificar

las ecuaciones de las posibles secciones conicas que resultan de cortar S con los planos

coordenados XY y XZ. El estudiante identifico (z=0) la ecuacién de una circunferencia,
con centro en el punto (1, 1,0) a pesar de cometer errores en su tratamiento algebraico.

Cuando realizd otro tratamiento en el registro algebraico (y=0), observamos que no

concluyd. Sin embargo, pensamos que intent6 identificar la ecuacion de una parabola.

b) Corte la superficie S con dos planos diferentes a los planos coordenados
(elegidos por usted), después grafique la proyeccion de cada una de estas
intersecciones sobre el plano coordenado paralelo al plano de interseccion.

Observamos (ver figura 3) que el estudiante al hacer la conversién del registro

algebraico (tomando aspectos de a)) al registro grafico (interseccion de S con el plano

z=1), representa una circunferencia.
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Figura 3. Respuesta de Miguel para la parte b

Igualmente, identifica una parabola cuando interseca la superficie S con el plano y=1.
Esto significa que Miguel consiguié identificar las secciones conicas y realizo

conversiones correctas al registro grafico.

c) A partir de los cortes obtenidos en los dos items anteriores, bosqueje la grafica
de la superficie.
Es en esta parte que Miguel presenta problemas al momento de traducir todas las

informaciones de los items a) y b) al registro grafico (ver figura 4).

P
|
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Figura 4. Bosquejo de la superficie S

A pesar de identificar por lo menos dos ecuaciones (circunferencia y parabola) y de
haber representado, por separado, las intersecciones de S con los planos paralelos a los
planos XY y XZ, se equivocd al bosquejar la grafica de la superficie solicitada.
Pensamos que esto sucedio porque al realizar el bosquejo no logro representar
correctamente los planos paralelos a los planos coordenados. Ademas, advertimos que
paso del registro algebraico al grafico no es trivial ya que exige una coordinacion entre

sus unidades significativas.
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Segunda etapa: actividad con el software Mathematica

Antes de comenzar la segunda parte, trabajamos una actividad introductoria con el
comando ContourPlot3D. Para ello, explicamos el significado de cada parte del
comando, etc. Durante el desarrollo de esta actividad introductoria dada la ecuacion de
diferentes superficies pedimos a los estudiantes escribirlas en el “lenguaje algebraico”
del Mathematica es decir, los estudiantes debian usar el comando ContourPlot3D para
representarlas (como mostramos en el ejemplo).

A seguir, presentamos la actividad de la segunda parte (desarrollada por el mismo

estudiante) en la que se pidid realizar las siguientes acciones:

a) Utilice el ContourPlot3D e ingrese los parametros necesarios para graficar la
superficie S de ecuacion x> +y* -2y —2x+ 1=z

Miguel ingresé correctamente los parametros del comando y observamos que cambid el

“dominio de definiciéon” de como mostramos a seguir:

ContourPlot3D[{x?*+y*-2y-2x+1-z == 0},{x, -5,5},{y, -5,5},{z, -5,5},
AxesLabel> {“X”, “Y”, “Z”}]

Lo que significa que esta familiarizado con este comando, pues el profesor-investigador

le hizo algunas preguntas sobre el significado de cada parte y él consiguié explicarlas

verbalmente. Es decir, Miguel consiguié hacer la traduccién de la ecuacion de la
superficie S por otra representacion “algebraica” del software.

b) Luego, mantenga presionado el botdn izquierdo del mouse, manipule y arrastre
¢es la misma gréafica que Ud. bosquejé a lapiz y papel? Explique sus
observaciones.

Como observamos en la figura 5, Miguel, usé el comando ContourPlot3D, y consiguio

graficar el paraboloide correspondiente a la ecuacion ingresada, luego arrastrd el mouse

y lo observé desde diferentes puntos de vista.

Figura 5. Gréficas de la superficie S en el Mathematica
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El estudiante descubrié que su bosquejo estaba equivocado porque en la actividad la
representd otra superficie. La representacion grafica del Mathematica le permitio
observar la grafica desde diferentes puntos de vista. Asimismo, lo ayudd a identificar la
superficie que corresponde a la ecuacion presentada en la actividad es decir, a coordinar
dos registros de representacion semidtica: el algebraico y el grafico, por lo tanto,

favorecio al desarrollo de la visualizacion del estudiante.

c) Intersecte la superficie S sefialada en a) con los planos z=0 y z=2. ;qué conica
observa cuando intersecta la superficies S con estos planos? Justifique su
respuesta.

El procedimiento de este item es mostrado en la figura 6. Miguel interseca los planos

z=0y z=2 con la superficie S graficada en el item a). Ademas el estudiante modifico el

punto de vista y consiguid observar una circunferencia generada al intersecar la

superficie con los planos anteriormente sefialados.

L%

Figura 6. Interseccion de S con z=0y z=2
El trabajo realizado con la ayuda del software facilité al estudiante la observacién de la
representacion desde diferentes puntos de vista y lo ayudd a percibir que siempre se
genera una circunferencia. Lo mismo ocurrié cuando, en el item d), se pidio que

intersecte la superficie S con el plano x=0 (ver figura 7).

\a\ @ axctho\ -
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Figura 7. Interseccion de S con x=0
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Es decir, que aqui también el estudiante constaté que al intersecar la superficie S con el
plano x=0 se obtiene una parabola.

Lo que muestra que Miguel se apropié del comando y ademas que consiguié relacionar
la actividad que habia desarrollado con lapiz y papel con la que trabajé usando el

Mathematica.

Algunas reflexiones

En general, las actividades analizadas en la que se hizo uso del l&piz y papel y del
Mathematica favorecieron el desarrollo de la visualizacion de los estudiantes. Ademas,
el uso del comando ContourPlot3D ayudd a adoptar una posicién dindmica respecto al
objeto matematico abordado, situacion que no se consigue cuando se trabaja con lapiz y
papel. Es decir que la posibilidad de observar la representacion grafica de una
superficie desde diferentes puntos de vista, en la segunda parte permitio, de cierta
forma, validar las ecuaciones de las secciones conicas y los bosquejos hechos por los
estudiantes con lapiz y papel. Finalmente, resaltamos que el uso combino del lapiz y
papel y de un ambiente tecnoldgico, como es el Mathematica, favorecen el aprendizaje

de cualquier contenido matematico.
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