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Resumen

Neste minicurso apresentaremos atividades envolvendo a construgdo de curvas
parametrizadas. No rol das categorias de curvas definidas num intervalo da reta com
contradominio no plano, destacamos: curvas parametrizadas envolvendo funges
periddicas, fungdes racionais, curvas envolvendo funcdes transcendentais e irracionais.
Nas situacOes problemas a serem discutidas, a construcdo do objeto devera ser um
problema coletivo de producéo de conjecturas e participacdo dos participantes. No que
concerne ao uso do software Geogebra, indicaremos situagbes que permitem a
visualizacdo de pontos estacionarios, pontos de cuspide, propriedades topologicas
vinculadas a cada parametrizacdo. Tencionamos, no fim do minicurso, proporcionar
um entendimento cinematico-dindmico e geométrico deste conceito complexo do ensino
superior.

1. Introducéo
Neste minicurso discutiremos a construgdo de curvas parametrizadas, com uma analise
local de suas propriedades. Nas atividades doravante apresentadas, adotaremos

determinadas parametrizagdes «(t) = (x(t), y(t)) e, seus respectivos vetores velocidade
v(t)=a'(t) =(x'(t),y'(t)) e a descricdo de sua aceleragdo a(t) =a"(t) =(x"(t), y"(t)).

Ademais, analisaremos o comportamento dos vetores velocidade, em cada por, pela

d’y

dx?

. d «
expresséao d—y e de sua aceleragéo
X

(descricdo do comportamento de sua

concavidade). Empregaremos ainda as nocbes de pontos estacionarios, pontos de
cuspide e a descrigdo do comportamento assintotico ao traco de cada curva. Ao final, os
dados coligidos, com origem no quadro analitico, e os dados produzidos com amparo no
software Geogebra, devem fornecer elementos suficientes para a elaboracdo do traco,

sobretudo, a analise do comportamento de cada trajetoria determinada por cada curva.
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2. Atividades apoiadas na tecnologia

Nas atividades abordadas nesse minicurso, 0 apoio e averiguacdo de dados produzidos
pelo software assumem uma condicdo sine qua non para a evolucao de cada atividade.
Vamos considerar as seguintes atividades:

(a) Considerando a parametrizagdo «(t) = (t*+t,t> —3t+5). Decidir se ocorre alguma
mudanca de concavidade no traco desta curva. Extrair conclusdes com apoio na fig. 1.
Comentérios: Nesta atividade, determinamos 0 vetor velocidade
a'lt)=(2t+1,2t-3)=(0,0)(*) e impomos a condigdo para determinar pontos

estacionarios. Reparemos que ndo ha solucdo para o sistema (*). Agora, a descri¢do de
dV
sua declividade Q:J: 2t—3. Assim, para t:E teremos um vetor paralelo ao
dx d%t 2t+1

eixo Ox. Enquanto que para t =— % esperamos um vetor paralelo ao eixo Oy. Fazendo

L2,
4’ 47

posicdo. Vale comentar que ndo ocorrem pontos de clspide, ou seja, parametros

15 11

as contas, se tem que a(g)z(Z’Z) e a(—%)=(— Indicamos na figura sua

d 0 ] x N
correspondentes t =t, que anulem d—y(to) =0 Dai, seu traco ndo pode possuir bicos e
X

o carater de suavidade €é evidenciado (pelo comportamento das retas tangentes ao longo
da trajetdria). Percebemos isso na figura 1 e podemos comparar com o traco exibido na

figura 2, mais adiante.

o

o 1 2 3 4
L

Figura 1. Descricdo do trago da curva e a posi¢do dos vetores paralelos aos eixos
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d’y _dt d/t 8
dx® At T (@2t+2)°

desta funcdo, descrevemos o sentido da concavidade. Mas, nesse caso, € imediata

>0set>— ]/2

. De acordo com o sinal

Sua declividade serd descrita por

d’y 8
dx? (2t+1)2(2t+1) <0set<— ]7/2

sentldo

analise No canto direito, superior

sentldo

(figura 1, lado direito), indicamos o local exato onde ocorrera a mudanca de
concavidade. A resposta é sim e teremos, de fato, duas concavidades. Tal ilacdo pode
contrariar a ideia intuitiva que carregamos sobre a noc¢ao do sentido da concavidade de

uma funcéo.
b) Vamos considerar a seguinte curva a(t) = (t> —4t* +5t,3t> —8t +5) . Decidir se em
seu traco ocorrem vetores paralelos aos eixos e se teremos pontos de cuspide.

Comentéarios: Seu vetor velocidade sera dado por «'(t)=(3t*—8t+5,6t—8) =(0,0)

para indicar pontos estacionarios. Obteremos que t=4/3 e 3t* —8t+5=0, cujas raizes
x x A dy 0
sdo t=1 e t =5/3. Reparemos que ndo ocorrem parametros que d_(tO) =0’ Como no
X

caso da seguinte parametrizacio A(t)=(t%t?). Na figura 3, exibimos o gréfico de
dy/dt (em azul), dx/dt (em vermelho) e, por fim, da fungdo dy/dx (em cor rosa).

A aceleracdo de um ponto material que se desloca, segundo a trajetéria que indicamos
na figura 2, é dada pelo vetor «"(t)=(6t—8,6)=(0,0). Por outro lado, no caso da
parametrizagio A(t) = (t%,t%), se tem que B'(t)=(3t*2t) e B"(t)=(6t,2) %(0,0).

Nesse caso, na origem, divisamos um ponto no qual a curva néo é lisa (possui bicos).

£ = (7, 1) "Bico ™ ou
poata”

a(t) =@ — 4’ + 51,31 — 81+ 5)

A= (7 17)

Figura 2. Descricao de curva lisa e curva com ponta ou bico (n&o lisa)
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Passaremos, pois, ao estudo da declividade dos vetores que tangenciam o traco em azul

- 110X <> t=4/3
(figura 3). Nesse sentido, obtemos que ﬂzzﬁt—Sz it . Com
dx 3t°-8t+5 |//Oy <>t=1et=5/3

base nesses parametros e nos grafico abaixo, vamos construir a seguinte tabela 1.

ax 2
'—"—=3t ~8t+5

a8

Figura 3. Gréficos correspondes as compoﬁentes do vetor velocidade e a funcao dy/dx

Na tabela 1 indicamos 0s elementos extraidos diretamente do quadro grafico-geométrico
que exibimos na figura 3.

Tabela 1: Construcdo da tabela que indica o comportamento do trago da curva

Montevideo, Unuguay

Parametros t<l 1<t<4/3 4/3<t<5/3 t>5/3

dy/dt — — + +

Y(t) Decrescente < Decrescente < Crescente T Crescente T
dx/dt + — — +

X(t) Crescente — Decrescente <— Decrescente <— Crescente —
Curva \l - —

(1) E" ) <£/—1 '\T T/r
@) (4)

Fonte: Elabora¢édo do autor.

Actasdel VII CIBEM

Por fim, na figura 4, associamos 0s vetores 1, 2, 3 e 4 as respectivas posi¢des ao longo
da trajetoria, quando os valores correspondentes dos parametros crescem. Os vetores
abaixo com o que indicamos na tabela 1 (em vermelho) devem ser equipolentes. Nesse
momento, a constru¢do e o esboco final do traco correspondente a parametrizacdo
a(t) = (t* —4t* +5t,3t> -8t +5) devem ser oriundos de uma construcdo e da

participacdo coletiva dos alunos participantes. Reparemos, todavia, o carater dindmico
proporcionado pelo software Geogebra.
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Declividada = 2.7

L alt) = (@ — a¢* 4+ 5¢,31° — 8+ 5)

Figura 4. Descricdo do comportamento das retas tangentes ao trago da parametrizacéo
t3 2

t-Dt+2) t-1
funces racionais. Exibir a equacao analitica de suas assintotas, caso existam.

c¢) Vamos tomar agora «(t) :( j parametrizagdo descrita em termos de

ds)z[(f—l)(f—Z)’f—l)

32 )
L 4

(-1+2) -1 7

,"‘
L

Figura 5. Comportamento do trago e suas assintotas

- o ) t® t?
Comentarios: Vamos tomar a parametrizacdo acima «f(t)= , :
t-D(t+2) t-1

Notamos que nos pontos t=1 e t=-2 correspondem as descontinuidades de cada
funcdo componente. Vamos apoiar nossa acdo em relacdo ao comportamento

geométrico dos objetos que manifestam comportamento assintético. Para tal, indicamos
tI im X(t) =00

. sera uma assintota horizontal. Reparemos
tI|m2 y(t)=-4/3=b

0s seguintes limites
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t2
limx(t) = T sl
ainda que { ‘! e, por outro lado, se tem que y(® = t_31 = (t+2) =3.
(t) 0 X(t) t -1t
t-D(t+2)
2t o1 2

E ainda que y(t)-3-x(t)=-

" 2—>l 3 A partir dessas informacdes, indicamos
+ 2t

lim x(t) = o0

y =3X —% uma assintota obliqua. Alem disso, percebemos que valem < e
!lm y(t) =00

yO) e (t+2) 2t° e,
ue =1 evaleque yt)-1-xt) =————— =X+2 gue sera a

outra assintota obliqua. Reparemos que, nesta categoria de atividade, instigamos 0s
solucionadores de problemas realizarem o sentido inverso. Ou, melhor dizendo, com
origem no quadro grafico-geométrico, os estudantes devem extrair elementos, apoiados
na visualizacdo, com vistas a determinacao analitico-algebrica dos elementos exibidos

na figura 5.

d) Vamos tomar agora a(t):£ It cos(u) It sen(u)

> du |. Observamos que se Vveto
°1+u 0 1+u?

cos(t) sen(t)

velocidade é descrito por a'(t):( j (ver seu gréfico fig. 6). Mas,

1+t% " 1+t°
identificando 0S pontos estacionarios a'(t)=(0,0), vemos que
sen(t) IIOx>t=k-w comkeZ

dy _ 1+t _sen(t) _
dx  cos(t) cos(t) |/Oy<s>t="+k-zcomkeZ’
1+t2 2

Podemos ainda investigar o comportamento de convergéncia das seguintes

funcbes coordenadas  x(t) = _[ cos(u)d y(t):.[t&(uz)du e reparemos que
°01+u

cos(u sen(u

| (2)|£ ! 5 | ( )| > €, a partir do Calculo em Uma Variavel Real,

1+u 1+u 1+u® " 1+u

sabemos que J. -du <. Ou seja, as integrais indicadas em cada componente

1+u?

acima convergem. Todavia, reparemos que se pode mostrar que x(—t)=—x(t) e

y(-t) =—y(t), Vte[0,+0). A partir desta propriedade, admitiremos que ocorrem as

seguintes convergéncias A= I cos(u)d e u= IO COS(U)

du. Dai, do ponto de vista
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geométrico, a curva possui um traco, cujo limite ocorre nos pontos (,u,l) e (—,u,ﬂ,).

Por fim, com o recurso ao software, determinamos os valores 0,58~ 1 € 0,65~ x.

)

Xm =

dx _cos(t)
_d—;= 2 dy sen(t)
(1+t) ool gy e
dt (1+r2)

a3

xm-

Figura 6. Descri¢do do comportamento das coordenadas do vetor velocidade associada a curva
parametrizada

Para concluir, vale indicar determinas parametrizagdes (de funcbes racionais)
que o software Geogebra manifesta erros e determinados fatores limitantes para a
apresentacdo do traco. Com efeito, quando usamos o comando que indicamos na figura
7, divisamos um trecho do traco que ndo é representado pelo programa. Neste sentido,
podemos explorar a existéncia de uma reta tangente ao longo da trajetoria, com exce¢do

no trecho que tende a possuir uma posicao paralela ao eixo das ordenadas.

.~ GeoGebra Q@

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Y[ E BN = HNDEE
T

o ) )

|Curva[2t.f(1 +19, 287 (1 +19,1,-3, 3] |

‘Entr’a;lazi [ Propriedades... ][ Cancelar ][ Aplicar ]

Figura 7. Limitacdes do software na descricdo de curvas parametrizadas
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Considerag0es finais e recomendagdes

Os compéndios especializados de Calculo no Brasil perdem a oportunidade de
exploracdo varios conceitos que permitem uma interpretacdo grafico-geométrica
imediata (ALVES, 2012; ALVES & BORGES NETO, 2012). Ademais, uma mediacao
didatica que se restringe aos instrumentos lapis/papel, em detrimento do uso da
tecnologia, tende a reforcar os aspectos negativos registrados nas abordagens dos
autores de livros de Célculo (GUIDORIZZI, 2010; STEWART, 2001).

Assumimos, pois, uma abordagem que detém o potencial de suavizar os elementos
relatados no paragrafo anterior. Dai, neste minicurso, com o apoio do software Geobra,
exibimos graficos complexos e efetuamos calculos algébricos, com arrimo em seu
pacote de computacao algébrica que tornariam a tarefa fastidiosa ao aprendiz.

Para concluir, podemos constatar nos livros da Historia da Matemética (EDWARS,
1969; YATES, 1947), os varios momentos constituidos pelos problemas enfrentados
pelos matematicos do passado que, de modo direto ou indireto, envolviam a descricao
de uma curva parametrizada, sob um viés cinematico. Deste modo, com énfase na
visualizacdo, nossas atividades de construcdo de curvas buscam preservar uma sintonia

com o percurso histérico de inimeros conceitos matematicos.
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