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Resumen.

Esta investigacion trata de la comprension del concepto de integral definida en
estudiantes universitarios. A partir del estudio de libros de texto se identifican los
elementos matematicos que configuran el concepto, y se establece una descomposicién
genética del concepto desde la teoria “APOS”. Para ello se utiliza un cuestionario, una
entrevista y un mapa conceptual que permitieron triangular la informacion, el analisis se
hizo a partir de las relaciones logicas que se establecen entre los elementos matematicos
dados en diferentes sistemas de representacion. Los resultados permiten concluir el tipo
de relaciones ldgicas utilizadas por los sujetos y los elementos que utilizan en cada nivel
y cémo lo hacen, lo que permitié asignarles un nivel de desarrollo del esquema del
concepto desde los instrumentos tedricos del conocimiento.

1. Identificacion de problema

El aprendizaje del concepto de la integral definida, presenta dificultades para los
estudiantes que se manifiestan por la utilizacion mecanica, algoritmica y memoristica de
su definicién; no logran establecer una conexién entre el pensamiento numeérico,
algebraico, geométrico y analitico; tienen problemas para interpretar las graficas de areas
bajo curvas cuando la gréafica de la funcién pasa de ser positiva a ser negativa o presenta
discontinuidades; en otros casos piensan la integral solo asociada al concepto de area
pero aislada de otros contextos; y tienen dificultades para aplicar las propiedades de la
Integral Definida. En este sentido, se hace un estudio de libros de texto y se concluye que
los elementos matematicos que configuran el concepto matematico son: El area como
aproximacion, (ACA); el area como limite de una suma, (ALS) la Integral Definida,
(LID); las propiedades de la integral definida, (PID), y los teoremas fundamentales y del
valor medio, (TFV), Aldana (2011, p: 36).

Los resultados obtenidos acerca de este concepto, reflejan una ausencia de comprension
por parte de los alumnos. Asimismo, Orton (1983) comprueba que los alumnos son
capaces de realizar calculos algebraicos en los que intervienen las integrales pero no son
capaces de comprender el papel del limite en la definicion de este concepto y no dotan de
significado a los simbolos que se utilizan en los célculos. Mundy (1984) presenta el
andlisis de un cuestionario en el que los alumnos debian evaluar integrales como

3 -
'f3|x+ 2|dx., pero obtuvo un numero reducido de respuestas correctas. Por su parte

Calvo (1997) observa que los alumnos identifican la Integral Definida con el calculo de
areas por lo que si la integral es negativa tienden a cambiar el signo. Rasslan y Tall
(2002), exploran la imagen del concepto (Vinner, 1991) de Integral Definida que tienen
los estudiantes de bachillerato mediante un cuestionario, y concluye que pocos alumnos
responden correctamente las preguntas y sugieren introducir este concepto desde las
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experiencias previas de los alumnos. Para otros investigadores como Czarnocha et al.
(2001) es esencial la coordinacion entre el esquema visual de la suma de Riemann y el
esquema de los limites de la secuencia numérica para el desarrollo de una comprension
del concepto de Integral Definida. Para conocer si los estudiantes llegan a una
comprension del concepto de Integral Definida y no una percepcion empirica de la
integracion, Paschos et al. (2006) hicieron un estudio de caso sobre la abstraccion
reflexiva en la construccion del concepto, con una estudiante universitaria. Ademas,
Turégano (1994) propone como alternativa ensefiarla utilizando la génesis historica del
concepto, comenzado con el concepto de integral de forma independiente de la
diferenciacion y como primera introduccion al limite. Desde un andlisis epistemoldgico
del concepto de integral y, de las aportaciones de Cavalieri, Wallis y Roberval,
Czarnocha, et al. (2000) disefian una instruccion para universitarios y concluye que
muestran una visién diferente que la desarrollada por la instruccién habitual. Depool
(2004) utiliza las tecnologias para desarrollar la comprension del concepto en
universitarios y define un modelo de competencia cognitivo de la Integral. Asimismo,
Camacho et al. (2008), utilizan software en un curso de ingenieria para ayudar a los
alumnos a comprender los conceptos de particion, refinamiento, aproximacion y limite.

2. Marco teorico

El marco teodrico en el que se ha desarrollado esta investigacion es la teoria “APOE”,
desarrollada por Dubinsky (1991), para ser aplicada al Pensamiento Matematico
Avanzado. Desde esta perspectiva tedrica del conocimiento matematico, Dubinsky
(1991) y Asiala et al. (1996) consideran que los sujetos realizan construcciones mentales
denominadas: acciones, procesos, objetos y esquemas y se logran mediante diferentes
mecanismos  como: interiorizacion,  coordinaciéon, inversién,  encapsulacion,
desencapsulacion, y tematizacion. El refuerzo de la teoria APOE con los tres niveles de
desarrollo del esquema propuestos por Piaget y Garcia (1982), ha llevado a mejorar la
comprension del concepto de esquema. DeVries (2001), caracteriza los niveles de
desarrollo de un esquema como: intra, cuando sélo se identifican aspectos individuales
aislados inter, se caracteriza por la construccion de relaciones y trans se adquiere cuando
se tiene construida una estructura completa, las relaciones descubiertas en el inter son
comprendidas dando coherencia al esquema. El primer paso para llegar a comprender un
concepto matematico tiene que ver con la descomposicion genética, descrita en la teoria
APOE de Asiala et al., (1996).

3. Metodologia

Esta investigacidn se realizd en Colombia con estudiantes de tercer afio de Licenciatura
de Matematicas que estudian por primera vez el concepto de la Integral Definida. Para
disefiar los instrumentos se llevd a cabo una revision de diferentes libros de texto que
incluyen el concepto para determinar los elementos matematicos que configuran la
integral y establecer una descomposicion genética previa de concepto. Luego, se disefid
un precuestionario que fue analizado por expertos en Didactica del Analisis y aplicado de
forma experimental. A partir del informe de los expertos y de los resultados de los
alumnos se hizo el cuestionario definitivo que fue contestado por once alumnos.
Posteriormente se disefid y aplicd un guion de entrevista semiestructurada (Ginsburg et
al., 1983) con el objetivo de describir y explicar el nivel de desarrollo del esquema de
Integral Definida de cada alumno. Finalmente, los alumnos realizaron un mapa
conceptual, sobre el concepto de Integral Definida.
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4. Andlisis y resultados

El andlisis se realizd utilizando conjuntamente los tres instrumentos: cuestionario,
entrevista y mapa conceptual.

Nivel intra 1. En este subnivel los alumnos no son capaces de establecer ninguna relacion
I6gica entre los elementos matematicos, recuerdan los elementos de memoria y muestran
dificultad para utilizarlos en la resolucion de las tareas, utilizan elementos matematicos
solo en las formas de representacion G y A mostrando concepciones erroneas y resuelven
algunas tareas de forma incorrecta. Por ejemplo A5, en la tarea 3.

Sea R laregion entre la grafica de la funcién f(x)=x’y el Intervalo [0,4.
Utiliza particiones para aproximar el valor del area de la regién R.

Justifica tu respuesta.

Este alumno representa de forma G la funcion:

A5, representacion G de la tarea 3 del cuestionario

Aungue hay un intento de utilizar el elemento mateméatico ACA de forma G porque
dibuja la funcion, no logra hacer ningun tipo de aproximacion utilizando éste elemento
matematico. Recurre a un calculo algebraico A utilizando el elemento matematico ACA,
para obtener unos valores aproximados.

A5, resolucion A de la tarea 3 del cuestionario

Para ello, subdivide el intervalo en dos subintervalos de longitud de la base 2 unidades
cada uno vy, para cada uno de ellos, calcula el area aplicando la formula del area de un
rectangulo, uno de ellos de altura 2 y otro de altura 8. No hay coordinacion entre los
calculos algebraicos y la representacion grafica puesto que las alturas no se corresponden
con ninguna figura geometrica que haya representado en la grafica y tampoco se
corresponden con los puntos por los que pasa la curva. Durante la entrevista, cuando se le
pregunta por los calculos que realizé en el cuestionario, no es capaz de establecer un
razonamiento légico que los justifique.

Nivel intra. En este nivel, los alumnos suelen utilizar algun intento de conjuncion légica
entre elementos matematicos, recordar elementos matematicos inconexos de forma
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aislada y utilizarlos en la resolucion de las tareas y no tener sintetizados los modos de
representacion especialmente el AN. Por ejemplo A4, en la tarea 2:

Sea R, laregion encerrada por el grafico de la funcion f (X) =4X yeleje X enelintervalo [— 2, 2].

a. Dibujar la gréfica. b. Calcular graficamente el area de la region R.

2
c. Calcular la J-24X dx . d. ¢Son iguales los dos resultados anteriores? Justificar cada paso.

Esta alumna representa graficamente la funcion para calcular graficamente el area.

A4, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Ha utilizado el elemento matematico ACA de forma G, porque traza la grafica de la
funcion, forma dos triangulos rectangulos simétricos, uno sobre el eje X y el otro bajo el
eje X, calcula el area de un tridngulo y como los triangulos son iguales la duplica y
obtiene el area total. Cuando se le plantea calcular la integral, esto es lo que hace:

A4, resolucion A de la tarea 2 del cuestionario

Justifica el procedimiento afirmando que aplica el elemento matematico TFV y luego
hace otro calculo de la integral de forma erronea aplicando el elemento LID,
concretamente la integracion de funciones positivas y negativas, porque lo que hace esta

alumna es sumar incorrectamente a cada integrando los extremos del intervalo [— 2, 2] de

integracion. En el protocolo explica como resolvié la tarea:

A4:....le di valores a la X, para poder hallar la recta y dibujarla... El &rea del tridngulo es base
por altura sobre 2, luego tengo de base 2 y de altura 8, entonces dos por ocho 16 y dividido entre
2, ocho. Como tengo otra figura igual, es solo multiplicar por 2 y obtengo las 16 unidades
cuadradas.

I: ¢ El &rea bajo el eje OX es igual que la que esta por encima del eje OX?
A4: No, es igual pero con signo contrario. Las areas son siempre positivas.

Demuestra que es capaz de el area de forma G a partir del area de dos tridangulos de los
que conoce sus dimensiones pero, cuando se le pregunta si el area que esta por encima
del eje OX es igual al area que estd por debajo del eje OX son iguales, se contradice
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porque dice que son iguales pero de signo contrario y afirma que las areas deben ser
positivas.

Nivel inter 1. En este subnivel de desarrollo del esquema del concepto es caracteristico
que el sujeto sea capaz de usar la conjuncion logica (y légica) de forma correcta entre
elementos matematicos dados en el mismo sistema de representacion; recordar algunos
elementos matematicos graficos, algebraicos y/ o analiticos, y tener esbozo de sintesis de
los sistemas de representacion grafico y algebraico. Por ejemplo A7, en la tarea 4.

Calcular el rea limitada por la gréfica de la funcion f (X)=‘2X —1‘ , en el intervalo [0, 2] y elejeX

Justificar la respuesta.

En el cuestionario, para poder representar la funcion, este alumno analiza los valores que
toma segun que sea positiva o negativa la funcion 2x —1, aunque en el se confunde entre

las abscisas y las ordenadas y considera los casos en que X sea positivo 0 negativo.

A7, representacion A de la tarea 4 durante el cuestionario

En la entrevista recuerda del valor absoluto de x, y aplica al valor absoluto de 2x —1.
AT7: El valor absoluto de esa funcion, habria que redefinirla, como la funcion va a valer 2x -1

, i X esmayor que Oyvaavaler — (ZX +1), si X es menor o igual a 0.(A7E4).

Para representar graficamente la funcion, da valores a x para obtener valores de y.

-~

A7, representacion G de la tarea 4 del cuestionario

Una vez representada graficamente la funcion calcula el area limitada por la gréfica
relacionando varios elementos matematicos de forma A, logra calcular el area y establece
una conjuncién entre los elementos ACA, LID, PIDy TFV, de forma A.

Nivel inter. En este nivel hay los sujetos establecen entre los elementos graficos,
algebraicos y analiticos y lo hacen con méas frecuencia. Los sujetos usan diferentes
relaciones ldgicas entre elementos matematicos de forma correcta salvo alguna excepcion
(generalmente en el mismo sistema de representacion), recuerdan los elementos
matematicos necesarios en la resolucion de una tarea en varios sistemas de
representacion y tienen esbozo de sintesis de los sistemas de representacion grafico,
algebraico y/o analitico. Por ejemplo A2, en la tarea 7c.

Decidir si la afirmacion es verdadera o falsa. En caso de ser falsa, explicar por qué o mostrar un
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contraejemplo. j_llx’z dx = [— X’l]lfl = (— 1) -1=-2

Durante la entrevista este alumno hace una representacion G de la funcion:

A
il BAY
N
RN B

!
]

A2, representacion G de la tarea 7c durante la entrevista
Esto le permite visualizar cudndo es discontinua la funcion:
I: ¢ Cudl es el razonamiento que hace acerca de la proposicion 7c?
A2: Es discontinua. En cero. No se puede aplicar. Se resolveria como una integral impropia,

porque la integral es impropia. Porque presenta una discontinuidad infinita, si es impropia. Uno
de sus limites es infinito o el integrando presenta una discontinuidad de tipo infinito.
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A2, representacion A de la tarea 7c durante la entrevista

Comprende los elementos matematicos necesarios, responde Yy justifica correctamente el
valor de falsedad de la afirmacion, establece una relacién de conjuncion logica entre los
elementos matematicos LID y TFV cuando considera que la funcion es discontinua y no
cumple las condiciones necesarias para poder aplicar la regla de Barrow. Intenta plantear
una integral impropia de forma AN para mostrar como se podria calcular la integral.

Nivel trans. En el nivel de desarrollo trans del esquema de Integral Definida el sujeto
suele usar diferentes relaciones logicas (conjuncion ldgica, condicional y la contraria de
la condicional) entre los elementos matematicos de forma correcta; suele recordar los
elementos matematicos necesarios en la resolucion de la tarea usando los significados
implicitos para tomar decisiones, y muestra tener sintesis en los sistemas de
representacion grafico, algebraico y analitico. Por ejemplo Al1l, en la tarea 3:

Sea R laregién entre la grafica de la funcién f(x)=x?y el Intervalo [0,4]
-Utiliza particiones para aproximar el valor del area de la region R.

-Justifica tu respuesta.

Este alumno trata de rellenar el area por medio de rectangulos de forma G:

A1l1, representacion G de la tarea 3 del cuestionario
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Divide el intervalo mediante una particion regular, por lo que esta utilizando el elemento
ACA de forma G. En la figura de la izquierda traza 5 rectdngulos superiores y en la
figura de la derecha traza rectangulos superiores para aproximar el area, afirmando que
“la grafica representa rectangulos mas pequefios y la norma de la particion tiende a
cero, entonces n tiende a infinito” por lo que se podria deducir que tiene la intuicion de
indivisibles en relacién con el area de la figura de la derecha. Luego resuelve la tarea de
la siguiente forma:
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A11, resolucion A y AN de la tarea 3 del cuestionario

El alumno establece una relacion entre la representacion G y los sistemas de
representacion A y AN de los elementos ACA y ALS porque, a partir de las graficas
calcula las sumas de Riemann y les aplica el limite para obtener el valor del area.

I: éSabria comentarme cdmo ha resuelto la tarea?
Al1: ... entiendo por particion como coger un intervalo y dividirlo en un conjunto de n—1
puntos, donde esos puntos van a ser mayores que el extremo izquierdo, pero menores que el

extremo derecho del intervalo, entonces lo que hice fue suponer que los puntos van a ser X, ,

“un

X, y que todos estos valores eran mayores que “a” , que era en este caso cero, que era el

extremo izquierdo del intervalo y que todos esos puntos eran menores que “b”, eso es lo que
entendia como particionarr, que es que la longitud de cada intervalo sea la misma. Después de
eso lo que hice fue aplicar la definicion de integral definida y la suma de Riemann.

Utiliza las sumas de Riemann y aplica el limite para establecer conexién con la LID.
Establece relacion entre los elementos ACA y LID porque menciona el concepto de area
como una aproximacion y el concepto de area como una Integral Definida.

5. Conclusiones

En el desarrollo del esquema en el nivel INTRA 1, el estudiante no es capaz de establecer
relaciones logicas entre los elementos matematicos que aplica en la resolucion de las
tareas y cuando se produce un indicio de relacion légica lo hace de forma incorrecta. En
el nivel INTRA se evidencia un intento de conjuncién légica, aunque de manera
inconclusa. De forma progresiva en los niveles INTER 1, INTER y TRANS se
incrementan las relaciones logicas, se establece la conjuncién, la condicional y la
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relacion del contrario de la condicional. En los sistemas de representacion, algunos tienen
dificultades para coordinar los sistemas de representacion y establecer sintesis.
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