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Resumen

Nos cursos de Calculo a Vérias Variaveis no Brasil, o conteudo de curvas
parametrizadas constitui uma parte standard. Estudos especializados indicam as
dificuldades enfrentadas pelos estudantes no entendimento desta nogao e das propostas
de abordagem metodoldgicas sugeridas. Assim, desenvolvemos um estudo de caso, em
carater exploratorio e, de natureza empirica, com vistas ao entendimento do seguinte
fenbmeno: o processo de investigacdo, por parte dos alunos, no contexto de tarefas que
exigem a construcao de curvas parametrizadas no plano, com uma ac¢édo mediada pelos
softwares Geogebra e CAS Maple. Assim, no ano de 2012, contamos com a
participacdo de 5 alunos, na disciplina Calculo Ill. Realizamos entrevistas
semiestruturadas, imagens e protocolos escritos pelos estudantes. No rol dos dados
oriundos da pesquisa de campo, sublinhamos: os alunos apoiaram sua agdo com
recurso aos graficos gerados pelos dois softwares; a atividade dos aprendizes ndo se
restringiu apenas a aplicacéo de técnicas algoritmizadas; a visualizacdo desempenhou
papel fundamental na identificacdo de propriedades grafico-geométricas.

1. Introducéo

No rol das curvas parametrizadas, registramos curvas que mereceram atencdo e se
tornaram objeto de investigacdo por parte de muitos matematicos no passado, diante da
possibilidade de resolucédo de certos problemas (Edwards, 1969, p. 263). De modo en
passant, podemos citar na classe das curvas cicloidais, a astroide a qual foi descoberta

por Roemer, em 1674. Duas geracOes se interessaram pela mesma em 1725 (Yates,
1947, p. 1) parametrizada por a(t) = (a-cos®(t),a-sen®(t)), com a>0.

A cardidide descrita por a(t) =(a-(2cos(t) —cos(2t)),a-(2sen(t) —sen(2t))) também
estudada por Roemer, conforme Yates (1947, p. 5). A cisséide foi objeto de
investigacdo por Diocles, entre 250-100 antes de Cristo. Suas equagdes cartesianas séo

do tipo y*=x*(2b—x)/(x—2(a+b)), enquanto que sua parametrizagdo é dada por

a(t) =(2[b+(@a+b)t* |/(1+17),2[ bt + (a+b)t* |/(1+1°)) (YATES, 1947, p. 27).

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1784



&

VII rIRFM Montevideo, Unuguay
e 00 Wi

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

A conchoide de Nicomedes, aproximadamente 225 antes de Cristo, foi utilizada num
problema envolvendo a determinagéo da razéo proporcional entre dois segmentos. Uma
de suas variantes é conhecida como Limacon de Pascal que, na verdade, € uma

Conchoide de um circulo (Yates, 1947, p. 30). Em equaces cartesianas, a conchoide de
Nicomedes é descrita pela seguinte expresséo (x2 + yz)(y —a)2 =k?.y?.

Por fim, recordamos o caso da Cicloide, concebida por Mersenne e Galileu Galilei em

1599, estudada também por Roberval, Decartes, Pascal e Wallis (Yates, 1947; Edwars,

1969). Suas equagOes cartesianas sdo da forma x=a(t—sen(t)) e
y(t) =a(1—cos(t) )=2a-sen?(t/2). E também a deltdide, cuja descricdo paramétrica é
dada por «(t) =(b(2cos(t) + cos(2t)), b(2sen(t) —sen(2t)) ), como indica 0 mesmo autor.

Essa pequena digressdo historica é fortuita no sentido de envidar um ponto de vista,
segundo o qual, a dimensdo historica desempenha papel fundamental para 0 nosso
entendimento da Matematica contemporanea e pode impulsionar o raciocinio heuristico
em sala de aula. Hodiernamente, encontramos trabalhos que apontam indicadores
proficuos no &mago da atividade de investigacdo, apoiadas em softwares de computacao
algébrica (Filler, 2011; Pereira, 2007) desenvolvida por estudantes na academia.

2. Sobre a abordagem do contetdo de curvas parametrizadas no Brasil

Doravante, discutiremos ainda vérias nocOes relacionadas e necesséarias para a
construcdo de certas curvas parametrizadas e sua analise local. Tais no¢Ges podem ser
encontradas nos livros de Célculo consultados (Guidorizzi, 2010; Stewart, 2001). Deste

modo, vamos considerar uma curva «a(t) = (x(t), y(t)) definida «:1 < IR — IR. Dali,
podemos considerar na equacdao y= f(x)..y(t)= f(x(t)). Pela Regra da Cadeia,

escrevemos ainda que y'(t)=f'(x(t))-x'(t).. f'(x(@t)="* '(x):L(t). Por motivos

x'(t)

operacionais, introduziremos a seguinte notacéo %:gy—?g:(*). Com base em (*),
X dx

descreveremos, matematicamente, a existéncia de retas tangentes horizontais

(dy/dt =0 e dx/dt = 0) e tangentes verticais (dy/dt =0 e dx/dt =0) ao traco da curva
d?y _i(ﬂ}_ d/dt(dy/dx)

no IR?. No que segue, consideramos também —>- =
dx® dx\ dx dx/dt

(**) .

Nessa ultima relagdo em (**), descreveremos o comportamento (pelo estudo do sinal)
da concavidade do trago da curva. Acrescemos as defini¢cbes de assintotas ao trago
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determinado por uma curva parametrizada. Nesse sentido, quando tivermos a condicéo

limx(t) =+
e para uma reta assintota horizontal (A.H.), de equagdo y=Db. E,
!lm y(t)=belR

limx(t)=celIR

t—a

limy(t) =+

t—a

quando ocorrer para uma reta assintota vertical (A.V.), de equacdo

X =c. Podemos ainda determinar uma reta assintota obliqua ao traco da curva, de posse

da seguinte verificacéo {Iim%:be IR" e lim[y(t)-b-x()] =ce IR - y =bx+¢ (A.0.).

t—a

3. Metodologia e procedimentos

O estudo desenvolvido no segundo semestre de 2012, no Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard — IFCE se apoiou em um design de
investigacdo (Ponte, 1994, p. 4) de cunho qualitativo. Nesta modalidade, “a fonte direta
de dados foi o ambiente natural e o investigador o instrumento principal.” (Bogdan &
Biklen, 1994, p. 47). De carater descritivo e exploratorio, nossa investigacdo considerou
dados oriundos de entrevistas semi-estruturadas realizadas ao decorrer de uma
atividade, fotos, gravacdes de audio (com o software Cantasia) e os protocolos das
atividades produzidos por cinco sujeitos (alunos 1, 2, 3, 4 e 5).

Cabe acrescentar que este grupo de (cinco) alunos cursava, ha época, o 4° semestre do
curso de Licenciatura em Matematica (em 2012) e, na disciplina Calculo lll, ja
detinham todo o conhecimento formal que os qualificava para a resolucdo da atividade
que doravante apresentaremos. Tendo em vista, pois, do nosso interesse de compreender
um determinado fenémeno, num contexto determinado e um assunto particular, o tipo
de estudo escolhido foi o0 estudo de caso (Bogdan & Biklen, 1994, p. 89).

Assim, diante de alguns entraves relatados e sintetizados a partir de uma analise
preliminar em livros de Calculo (j& mencionados), estruturamos e concebemos algumas
atividades (envolvendo discussdo em grupo) que permitem um percurso investigativo
negligenciado por esses autores (com énfase na visualizacdo), além de buscar a
superacdo dos mesmos. Antes da apresentacdo dos dados, indicamos as seguintes

tarefas: Tarefa (I): Considerando o trago relativo a curva conhecida por tactriz descrita
por «a(t) = (cos®(t),sen’(t)). Decidir e identificar a posicdo e a quantidade de vetores

paralelos aos eixos coordenados e quanto a existéncia de pontos de cuspide. Com 0 uso

de alguns comandos basicos do Geogebra podemos manipular e estudar a curva.
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Entrada: B =

Figura 1. Com o software Geogebra possibilitamos a exploracéo e manipulacéo da atividade (1)

Tarefa (I1): Apresentamos o traco, na tela do computador, determinados pela seguinte

parametrizacéo ﬂ(t):(t/(1+t4),t3/(1+t4)). Nesta atividade, os alunos devem

identificar as mudancas qualitativas no traco da curva, na medida em que realizamos
movimentos de rotacdo da trajetoria, em relacdo a origem. No proximo segmento,
apresentamos o0s dados e sua discusséo.

4. Apresentacéo e discussao dos dados

Nessa secdo apresentamos e analisamos os dados produzidos pelos cinco participantes,
ao decorrer da resolucdo de trés atividades propostas em sala de aula. Na figura 2,
patenteamos as atividades de exploracdo, desenvolvidas pelo aluno 1, no sentido de
identificar e analisar o comportamento de vetores tangentes ao traco de tactriz.

Figura 2. O aluno 1 buscou identificar os pontos e as posi¢cdes em que podem ocorrer retas
tangentes a trajetoria relativa a parametrizacdo chamada de tactriz
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Na figura 2, o aluno relacionou o quociente indicado em
(*)%=—3sen2(t)-cos(t)/3cosz(t)-sen(t). O software possibilitou a inspecdo do
X

comportamento gréfico-geométrico desse quociente. Tal tarefa se evidencia fastidiosa e
ndo trivial, caso restrinjamos as atividades do aprendiz ao lapis/papel. Nao obstante,
determinadas inferéncias podem ser antecipadas, apoiadas na visualizacdo. Com efeito,
na fig. 2, o aluno 3, antes de desenvolver uma estratégia de cunho analitico-algébrico,
produziu conjecturas no que concerne a posicao esperada dos vetores tangentes.

Figura 3. O aluno 2 buscou e discutiu, em sala de aula, a posicédo dos vetores tangentes a trajetoria

Na figura 4, o aluno 3, realizou uma inspecdo, guiada por intermédio de defini¢cGes
formais, com o intuitivo de localizar, do ponto de vista grafico-geométrico, a
localizacdo de pontos de cuspide, pontos com multiplicidade, existéncia de retas

assintotas a cada traco. O aluno 3 buscou a qualidade de suavidade em cada trago.
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Figura 4. O aluno 3 analisou a existéncia de pontos de multiplicidade e o carater de suavidade

Na figura 5, registramos a discussdo em grupo ocorrida antes das atividades individuais,
de resolucdo das tarefas propostas. Observamos a analise e a producdo de conjecturas

oriundas e apoiadas na visualizacdo e percepcao de propriedades grafico-geométricas.
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Figura 5. Os alunos 4 e 5 buscaram e discutiram a posi¢éo dos vetores tangentes a trajetoria

Abaixo, apresentamos parte da producao escrita do aluno 4.
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Figura 6. Apos desenvolver uma analise gréafico-geométrica da situagéo na tarefa (1), o aluno 4
desenvolveu as estratégias analiticas

Na figura 6, o0 aluno 4, estabeleceu, ao final da etapa resolutiva de natureza analitica, as
correlagbes conceituais entre o conhecimento mobilizado apoiado pelos gréaficos e a
inspecdo da construcdo disponibilizada no computador. Por fim, sublinhamos a
disposicao da estratégia de resposta do aluno 5. Do lado direito (fig. 7), registramos o

esboco de uma figura (desenho) como orientagéo de suas argumentacoes.
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Figura 7. O aluno 5 indica que parte de suas conjecturas evoluiram por intermédio da inspec¢éo do
comportamento gréafico-geométrico

Concluindo nossa anélise, mostramos que, dependendo da mediacdo e a estruturagdo
das atividades, distinguidas dos padrdes standard que averiguamos nos livros de
Calculo, temos a possibilidade de explorar um entendimento conceitual e heuristico dos
alunos, com origem na percepcao de propriedades grafico-geométricas. Notamos alguns
estudos (Alves, 2012b) que apontam o carater produtivo de exploracéo da visualizacao,
que pode atuar como um elemento impulsionador para a aprendizagem do Célculo a
Vaérias Variaveis. Outrossim, a estruturacéo de situacdes envolvendo a nocdo de curvas
e 0 esboco de seu traco, ndo pode prescindir de um olhar historico, que explica o
surgimento e os problemas que ensejam a aplicacdo de varias curvas parametrizadas que
mencionamos nesse escrito.

5. Consideracdes finais

Registramos no ensino do Calculo a Varias Variaveis - CVV diversos elementos, que
preservam um ritual que torna a algebrizacdo e algoritmizacdo hegemonica, no que
concerne a proposicao de atividades. Vale ressaltar que tal viés possui um marco inicial
do Célculo em Uma Variavel Real - CUV e se perpetua no contexto dos contetidos que
discutimos nesse escrito. O objeto matematico que mereceu nossa atencéo, chamado de
curva parametrizada, apresenta aspectos que permitem, na conducgdo de sua mediacéo
didatica, efetivar um forte link conceitual no contexto do CVV (Zdorov, 1980).

Em nosso estudo de caso, comprovamos, por meio de imagens registradas dos sujeitos,
quer seja pela analise dos protocolos escritos na resolucdo das atividades propostas,
envolvendo a anédlise local e constru¢do de curvas, quer seja pela a elaboracdo de
conjecturas, com origem na percepcdo e visualizagdo do comportamento grafico-

geométrico dos tracos das curvas abordadas; que os argumentos analiticos, envolvendo
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a aplicacdo precipitada dos modelos algébricos ndo ocorreram de modo antecipado,
durante as atividades (1) e (1) propostas. Com essa mediacdo, asseguramos melhor
situacOes didaticas que detém o potencial de estimular o insight (Alves, 2012a) dos
aprendizes. Por fim, os dados coligidos a partir deste experimento (e as atividades
estruturadas), na busca da compreensdo de um fendmeno particular e especifico,

poderdo ser reaplicados em um contexto mais geral.
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