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Resumo

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI) tem um papel importante nas
primeiras fases da estrutura curricular dos diversos cursos das areas de ciéncias exatas
e afins, pois fornece ferramentas fundamentais para a interpretacdo e resolucdo de
problemas. Por outro lado, sabemos que o processo de ensino-aprendizagem dessa
disciplina ndo é uma tarefa facil, constituindo-se um grande desafio para a maioria dos
docentes e alunos envolvidos, em especial no ensino e aprendizagem de funcdes de
varias variaveis. O principal objetivo desse trabalho € relatar uma experiéncia
desenvolvida, h&4 mais de dez anos, na disciplina de CDI- Il dos cursos de Engenharias
e Licenciaturas de uma universidade publica. Tal experiéncia envolve a aplicacdo de
integrais multiplas no célculo do volume de um determinado sélido, contemplando suas
multiplas representacdes (analitica, grafica e algébrica). As atividades consistem em
construir uma maquete de um determinado sdlido, model&-lo computacionalmente,
aplicar os conhecimentos de Geometria Analitica (GA) para identificar as superficies
envolvidas, as curvas de intersecédo e as proje¢des, bem como aplicar os conceitos de
integrais multiplas para determinar o valor numérico do volume do sélido dado e
socializar o projeto com os demais integrantes da turma.

Introducéo

Neste trabalho relataremos uma experiéncia oriunda de uma experiéncia desenvolvida
na disciplina de Calculo Diferencial e Integral 11 (CDI-II) e aplicada, durante dez anos,
aos alunos dos cursos de Engenharia e Licenciatura do Centro de Ciéncias Tecnoldgicas
da Universidade do Estado de Santa Catarina. Tal experiéncia envolveu a aplicacao de
integrais multiplas no calculo do volume de um determinado sélido contemplando suas
diferentes representacfes (analitica, grafica e algébrica). Em nossa pratica, como
professores, observamos que o processo de ensino e aprendizagem dessa disciplina ndo
é uma tarefa facil, constituindo um grande desafio para a maioria dos docentes e alunos
envolvidos, em especial no ensino e aprendizagem de integrais maltiplas. Uma das

grandes dificuldades encontradas diz respeito a visualizacdo tridimensional que nao é
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imediata no ambiente lapis/papel e gera muitas dificuldades na representacdo grafica
das superficies.

Com o intuito de ultrapassar tais dificuldades é fundamental criar mecanismos que
possibilitem aos estudantes transitarem entre os diferentes registros de representacao das
integrais multiplas. De acordo com Alves, Borges e Machado (2008) a preocupagdo em
propiciar experiéncias visuais aos alunos deveria ser constante em qualquer nivel de
ensino, uma vez que pensamos em matematica sobre todos os fatos mentais como fatos
representacionais onde a simbologia assume um papel insubstituivel. Assim,
consideramos que as potencialidades dos recursos tridimensionais de um ambiente
computacional, como o Winplot, pode ser fundamental no auxilio dessa questéo.

Desse modo, inicialmente faremos algumas consideragfes sobre os registros de
representacdo intermediada pela tecnologia, a seguir descrevemos a metodologia
desenvolvida, alguns recortes das apresentacfes dos trabalhos apresentados por alunos e
algumas consideracdes. Como anexo |, a titulo de exemplo, apresentamos as etapas de

desenvolvimento de um determinado problema.

Fundamentacdo Teorica

No processo de ensino e aprendizagem das integrais maltiplas existe uma fragilidade na
articulacdo entre a representacdo gréfica e analitica. Contudo, essa articulacdo exerce
um papel importante na conceitualizagdo e na modelizacdo de Integrais. Henriques
(2008) mostrou, por meio de analise dos protocolos dos alunos, que o registro grafico é

predominante no ambiente lapis/papel em detrimento do registro analitico.

Contudo, ao seguir esse caminho, os alunos encontram dificuldades para
produzir os graficos que precisam para interpretar, compreender e resolver os
problemas de calculo de Integrais. Com efeito, a converséo entre o registro
grafico e o registro analitico dos solidos, parece dificil e problematica. Em
geral, os alunos tratam esses registros de forma independente. Essa
independéncia ndo lhes permite produzir elementos de controle suficientes
para estabelecer uma integral (Henriques, 2008, p.9).

Nesse contexto, visando o desenvolvimento do trabalho em torno do ensino e
aprendizagem das Integrais mdltiplas, utilizamos elementos da teoria dos registros de
representacdo semiotica (Duval, 2003). Tal teoria refere-se a utilizacdo de
representacdes e enfatiza a importancia da diversidade desses registros e a articulacao
entre esses na aquisicdo dos conhecimentos matematicos. Segundo Dann (2002),
podemos pensar na utilizagdo dos estudos de Duval como uma maneira
didatica/metodoldgica, que o professor ou pesquisador pode utilizar se o0 objetivo € a

aquisicdo do conhecimento. De acordo com Duval (apud Henriques, Attie e Farias,
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2007) e importante, no ensino das integrais, compreender o funcionamento de
representacdes semidticas e, principalmente, as suas conversdes e suas coordenacoes.
Segundo Henriques, Attie e Farias (2007) as regras para efetuar uma converséo entre
esses registros pode ser simples, mas a passagem de uma representacdo grafica de um
solido para sua representacdo analitica e vice-versa pode ser uma tarefa dificil, pois a
representacdo tridimensional geralmente é dificil de ser visualizada num ambiente
lapis/papel bidimensional. Assim, consideramos que as potencialidades dos recursos
tridimensionais de um ambiente computacional, como o Winplot, pode ser fundamental
no auxilio dessa questao.

Nos recursos tridimensionais do Winplot, pode-se plotar o grafico de superficies e
também visualizar o volume delimitado por elas. Entretanto, o grafico da intersecdo de
superficies é melhor visualizado quando se utiliza a representacdo das superficies no
sistema de coordenadas paramétricas e isso motiva o estudante a aprender um novo
conceito matematico.

Portanto a incorporacdo de atividades com o uso de recursos tecnologicos

tridimensionais constitui um aspecto relevante para o ensino e aprendizagem do célculo.

A tecnologia é essencial no processo da visualizagdo e essa por sua vez ocupa
um papel fundamental na compreensdo de conteldos matematicos (...).
Stewart (2008) ao enfatizar a compreensdo dos conceitos no ensino de
calculo, lembra que a visualizacdo e as experiéncias numéricas e graficas,
entre outras ferramentas, alteram fundamentalmente a forma como ensinamos
0s raciocinios conceituais. A animacgdo proporcionada pelos recursos
computacionais constitui um elemento fundamental na visualizago de forma
que as imagens podem ser dindmicas e interpretadas pelos alunos em outras
formas de produzir o conhecimento (SILVA e FERREIRA, 2009, p. 1)

Com o intuito de contribuir com recursos didaticos auxiliados pelas ferramentas
tecnoldgicas para o ensino de célculo estamos propondo nesse trabalho uma articulacéo
entre a tecnologia e a docéncia com a utilizagdo de ferramentas gréficas tridimensionais,
em particular o software Winplot, no processo de ensino e aprendizagem da integral

multipla.

Metodologia
A atividade consistiu em propor aos estudantes um problema de calculo de volume de

um solido definido pela interse¢do de duas ou mais superficies e a resolugdo sup6s as

seguintes etapas:

o Identificacdo do problema nos ambientes lapis/papel e computacional;
o Construcéo da maquete do sélido e calculo do valor numérico do volume;
o Socializacao do trabalho.
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O trabalho é realizado em equipe haja vista que o trabalho colaborativo propicia trocas

de ideias e compartilhamento de habilidades distintas.

No ambiente lapis/papel o aluno utiliza os conhecimentos mateméticos da Geometria

Analitica para identificar as superficies, suas curvas de intersecdo e suas projecdes nos

planos coordenados. No ambiente computacional, o aluno faz as representacdes graficas

bidimensionais e tridimensionais do sélido.

Na segunda etapa, o aluno constroi a maquete do sélido identificado na primeira etapa e

determina o seu volume utilizando os conceitos de integrais duplas ou triplas.

Na ultima etapa, os alunos socializam o trabalho realizado entre os colegas da classe.

Para isso eles usam a maquete, 0s recursos tecnoldgicos para a representacao grafica em

2D e 3D da atividade desenvolvida e justificam algebricamente o valor encontrado para

o volume do sélido.

Recortes de apresentac6es dos trabalhos dos alunos

1) Identificacdo das superficies, grafico tridimensional e parametrizacdes:

Equipe A:
* Construa e calcule o volume do solido situado
no primeiro octante e delimitado por:
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A Equipe A identifica as superficies dadas por suas representacGes algebricas fazendo

uma conversdo dessa representacdo para o registro grafico e também realizando o
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tratamento no registro algébrico’. No registro grafico é plotado primeiramente cada
cilindro, na sequéncia a sobreposicdo dos dois e por fim o sélido delimitado sem as

sobras que evidencia a importancia do uso das parametrizagoes.

2) Representacdo grafica tridimensional e proje¢des:

Equipe B:
Construa e calcule o volume do sdlido delimitado por

Yy = () r = 5

P = f i ‘ I ‘ I J
T - |~ { Projetando no plano yz

Por s somente o pante positiva da soi

vo do hipartaloida ndo seed

A equipe B realiza uma conversao da representacdo algébrica (equacdes das superficies)
para a representacao grafica das superficies e em seguida apresenta o sélido delimitado.
Além disso, essa equipe também representa a projecdo nos planos yz e xz. Observe que
a representacdo algébrica do cilindro e do circulo sdo idénticas, mas tém representacdes
gréficas e analiticas distintas. Por isso, é importante o aluno saber transitar entre os
diferentes registros de representacdo. Portanto, ao utilizar a representacdo algébrica
y? +z% =1 cuja representacdo analitica é S = {(x,v,z) € R3/y? +z?> = 1ex € R}
ele obterd como representacdo grafica um cilindro, enquanto que a mesma equacao
algébrica cuja representacdo analitica é C = {(y,z) € R?/y? + z> = 1} representa
graficamente um circulo. Quando ndo sdo exploradas as representacdes analiticas
surgem dificuldades inerentes ao fato de que os dois objetos matematicos, circulo e
cilindro, possuem a mesma expressdo algebrica, podendo inclusive levar ao erro do

calculo da integral (area/volume).

! pela restric&o de paginas vérios passos da apresentacéo da Equipe A foram omitidos, incluindo o
tratamento algébrico na identificagdo das superficies, as projeces e a resolucéo.
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3) Resolucéo:

Montevideo, Uruguay
16 al 20 de setiembre de 2013

Equipe C:

Construa e calcule o volume
do sélido delimitado por:

2 2
22=x°+) 2 e 2= —
l+x"+1
(12) Regido de integragiio:
Proj. xy, com x ind:
VIZExS3 L
R V3 —x 2.]";\‘3—.\" 2
N\

Logo o volume do sdlido é dado por:
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Na resolucdo apresentada pela equipe C, observamos que eles realizaram o tratamento e

conversao de registros para chegar a resolucéo do problema proposto.

4) Maquetes:

Magquete do sélido da Equipe A:

Magquetes do sdlido da Equipe B:

Magquetes do sélido da Equipe C:

reciclaveis até o envolvimento familiar para a sua construcéo.
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entretanto solicita-se que a maquete seja visivel numa apresentacdo em classe visando a

socializagdo com os colegas.

Consideracoes

A exploracédo da articulacéo entre os diferentes quadros, mediados por um instrumento
tecnoldgico, pode potencializar elementos importantes na aprendizagem da matematica.
O transito entre essas diferentes formas de registros constituiu um desafio tanto para
alunos quanto para professores, pois nas aulas tradicionais geralmente observa-se que
temos alunos com excelentes habilidades algébricas e fragil visualiza¢do tridimensional
e/ou vice-versa. Esse desafio esta presente na linguagem matematica e na significacédo
dos conceitos, como na forma analitica, algébrica e grafica das superficies. Explorar a
maquete nesses diferentes registros ameniza as dificuldades existentes no ensino de
integrais multiplas. Com a exploracdo desse trabalho é possivel verificar a habilidade
dos alunos nas transformacdes de tratamentos que ocorre dentro do mesmo sistema de
representacdo, por exemplo manipulando algebricamente as equacdes das superficies; e
conversdes que consistem numa mudanga de sistema conservando os objetos denotados,
por exemplo passando da representacdo algébrica de uma superficie para a sua
representacdo gréafica.

A construcdo da maquete propiciou um envolvimento dos alunos em uma aprendizagem
ativa. Eles pesquisaram materiais alternativos para a construgdo da maquete, exploraram
softwares graficos para a construcdo computacional do sélido, se colocaram na situacdo
de professor, pois precisavam explicar o trabalho para os demais colegas e, portanto,
elegeram estratégias de ensino, que na visao deles facilitavam o processo de ensino e
aprendizagem.

Nesse trabalho foi possivel explorar as conexdes importantes da disciplina de CDI-1I
com as disciplinas de Geometria Analitica e Calculo Vetorial. Na fase da identificagao
das superficies e projecGes graficas no ambiente lapis/papel os alunos necessitaram dos
conhecimentos da Geometria Analitica e em geral usaram o sistema de coordenadas
cartesianas que nem sempre € 0 mais simples para a representacdo grafica no ambiente
computacional. Portanto, o aluno precisou reconhecer as superficies nos diferentes tipos
de sistemas de coordenadas (cartesiana, cilindricas e esféricas), pois isso facilitou a
representacdo grafica bem como a resolucdo da integral.

Uma extensdo interessante desse trabalho foi também a conexdo com o Calculo

Vetorial, pois no momento de representar computacionalmente o sélido obtido pela
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intersecdo das superficies o aluno ndo queria plota-lo com as sobras. Entretanto para
fazer os recortes era necessario saber trabalhar com a parametrizacdo de superficies
(contetdo a ser visto na fase seguinte do curso). Neste momento, evidenciou-se uma
boa motivacdo por parte dos alunos para aprender esse contetdo, pois eles tinham um
problema para apresentar e queriam fazé-lo da melhor forma possivel.

Também foi notorio que as potencialidades dos recursos tridimensionais oferecidos
pelas ferramentas computacionais propiciaram a construcdo de atividades que podem
auxiliar a visualizacdo das integrais multiplas. Porém, as possibilidades que o0s
instrumentos tecnoldgicos oferecem para o ensino de célculo necessitam, por parte dos
professores, uma forte implicacdo e um grande trabalho colaborativo. Sabemos que a
questdo do trabalho colaborativo dentro do dominio da educacdo ndo é nova, mas deve
ser compreendida como um processo continuo, fruto de trocas entre os pesquisadores,
professores e alunos. Devemos lembrar que é a aplicacdo dos recursos em classe que

fizeram (e fazem sempre) encontrar pistas de prolongamentos e evolug¢des dos recursos.
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. .. . 2, ,2_
Construa e calcule o volume do sélido delimitado simultaneamente por X“+y*=1 e

x> +z2=1

Resolugdo: 1) Identificamos, no ambiente lapis/papel, as duas superficies que

delimitam o s6lido e fazemos um esboco do solido.

2) Representamos no ambiente computacional as superficies cilindricas que delimitam o

solido, conforme as figuras 1a e 1b e também representamos a intersecdo dos dois
cilindros (figura 2a), bem como o sélido resultante na figura 2b.
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Figura 2b

3) Identificamos que esse solido possui simetrias em relagdo a origem, aos eixos e aos

planos coordenados, entdo podemos trabalhar com o grafico apenas no primeiro octante

para obter seu volume. A figura 3 representa o solido delimitado no primeiro octante.
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(x,y,z) = (cos(t),sin(t),usin(t))
(x,v,2) = (cos(t),usin(t),sin(t))

< [amd »

editar I ':g:va;ail dup! I copiat I tabela | ;.a'ml‘.‘:l

Figura 3 Figura 4

4) Representamos graficamente o sélido no Winplot por ser um software gratuito. Para o
uso do Winplot é preciso parametrizar as superficies para obter a representacdo do
solido sem as sobras. Na figura 4 pode-se observar as parametrizagdes usadas para sua
construcdo, sendo que o parametro t variade 0 a 2 w e o parametro u variade -1 a 1.

5) Apresentamos a maquete: a figura 5 ¢ uma composicdo de fotos dos solidos

construidos pelos alunos para esse exercicio.

Figura 5
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6) Projetamos o sélido no plano xy e obtivemos a circunferéncia x*+y?=1 representada
na figura 6.

x”+y’7:1

Figura 6
7) Montamos as integrais que calculam o volume desse solido e para tal é preciso
escolher em qual sistema de coordenadas iremos trabalhar. Nesse exemplo o primeiro
sistema considerado € geralmente o sistema de coordenadas cilindricas por estar
envolvendo cilindros. Usando a projecdo no plano xy, a simetria no primeiro octante e o

sistema de coordenadas cilindricas (r, 6, z) obtemos os limitantes

0<z<,1-r2cos?(0)

7 1 Trosi)
e assim o volume é dado por V = 8” Ir dzdrdé .
00 0

Porém, essa expressao nao é a mais simples para obter o valor numérico. No sistema de
coordenadas cartesianas tomando como base a projecdo sobre o plano xy, no primeiro
octante como apresentado na figura 3, com x como varidvel independente obtemos os
limitantes

0<x<1
0<y<vl-x
0<z<1-x2

e consequentemente o volume é dado por

Vi@ V142 12
Y, :8j. 1] lJ‘dzdydx:Sj 1‘[ \/1—xzdydx=8j(1—x2)jx=8(x—§]1 :%u.v.
0 0 0 0 0 0

0
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