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Resumen

En el presente proyecto pretende mostrar un proceso de modelacion como estrategia
didactica para la ensefianza y el aprendizaje del concepto de la funcién parte entera
(techo y piso), para abordarlo me apoyare en los sistemas semioticos de representacion
de Duval, en donde se prestara especial atencion en los procesos de tratamiento en las
representaciones de la funcion y sus unidades significantes; otro elemento es el
pensamiento variacional, para aproximarme al concepto de funcion desde una dptica
dindmica, de cdmo se relacionan las variables y su covariacion en las cantidades de la
misma o diferente magnitud. Se tendran en cuenta aspectos socioculturales intervienen
en el quehacer de los estudiantes de un colegio oficial de Bogota, que les permite
construir un saber, de qué manera interfieren en su aprendizaje y qué artefactos
utilizan para llegar a la solucion de un problema. Para llevar a cabo lo anterior se
proponen ejercicios que toman elementos del contexto sociocultural de los estudiantes,
para que elaboren un modelo matematico.

La nocién de funcién es uno de los objetos matematicos mas relevantes dentro de la
ensefianza de las ciencias como las ciencias naturales, las ciencias fisicas, las ciencias
sociales y uno de los objetivos principales es la obtencion de modelos matematicos que
permiten comprender la relacion de dependencia entre las magnitudes y expresarlas de
forma sencilla mediante tablas y graficas. De esta forma se puede realizar una
interpretacion ya sea visual del modelo o mediante las formulas que constituyen una
representacion mas abstracta (Carmen Azcarate Giménez & Jordi Deulofeu Piquet,
1996). De acuerdo con lo anterior, el aprendizaje de la nocién de funcién es importante
no solo para el area de matematicas, sino para la comprension de varias nociones en
otras ciencias.

En el proceso de aprendizaje de la nocion de funcion los estudiantes se ven enfrentados
a errores y dificultades que autores como Azcarate & Deulofeu (1996) relacionan con la
definicién, la complejidad de su simbolismo, la articulacién sus representaciones y la
diversidad de problemas y modelos. Esto lo corrobora Michele Artigue (1995), al
afirmar que los objetos bésicos del calculo son complejos, y dado que la nocién de

funcién hace parte de ellos, también ella se hace compleja. En consecuencia para
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ensefar y aprender la nocion de funcion hay gque estudiarla en sus diferentes matices y
de forma profunda, de manera que los estudiantes puedan elaborar una representacion
global, que conlleve a la comprension de dicha nocion. En este documento se abordaran,
en primera instancia, dos dificultades presentes en los procesos de aprendizaje,

asociadas a la definicion y a la articulacion de las representaciones.

En el marco del proceso de aprendizaje de la nocion de funcion, los estudiantes de grado
octavo y noveno, como lo menciona la National Council of Teachers of Mathematics
(2000), deben empezar a conocer los diferentes tipos de funciones como por ejemplo la
funcion lineal que tiene ciertas propiedades, y sus representaciones con caracteristicas
que las diferencian de otras funciones, como las cuadraticas, las racionales,
exponenciales, logaritmicas etc. A través de sus representaciones y conversiones los
estudiantes pueden ver las interacciones entre el algebra, la geometria, la estadistica y la
matematica discreta en sus distintas formas en que los fendmenos matematicos pueden
ser representados, de modo que los estudiantes deben aprender a utilizar una amplia
gama de funciones de manera explicita y recursiva para entender como varian y poder
Ilegar a modelar el mundo a su alrededor. Mediante la comprensidn de las propiedades
anteriormente descritas de las funciones, los estudiantes tendran una vision méas global
de los fendmenos que se modelan.

Asi como es importante el trabajo con las representaciones de funciones lineales, afines,
cuadréticas, también lo es la atencion que requieren las funciones a trozos como la
funcién valor absoluto y la funcion parte entera del tipo f(x)=[ax+b]. Luisa Ruiz,

(1998), complementa lo anterior diciendo que:

“estas representaciones se utilizaran por el profesor como util didactico para dar cierto
grado de significacion grafica a conceptos como limites laterales, continuidad,

crecimiento o derivabilidad” (pag. 185).

En los trabajos consultados sobre esta tematicas y desarrollados en educacion bésica
media, generalmente se abordan las funciones lineales, afines, cuadréaticas o por partes,
pero se dejan de lado las funciones de parte entera. En el presente reporte se quiere dar a
conocer la importancia de la funcion parte entera dentro del curriculo de matematica
para los grados octavos y novenos, ya que la funcidon parte entera tiene diversas

aplicaciones en la vida diaria, por ejemplo para establecer los valores en las tarifas en
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el cobro de servicios, tales como el transporte en taxi o servicios publicos (gas, agua y

energia).

Por lo anterior se quiere abordar este concepto como paso de las matematicas discretas
que se ven en grados anteriores a las matematicas continuas, puesto que esta funcién
involucra el concepto de continuidad y discontinuidad, proporcionando un paso
importante hacia la representacion gréafica de otras familias de funciones como las
polindmicas, racionales, exponenciales y logaritmicas, como se menciona en los

estandares basicos de competencias, MEN (2003).

Por lo general el tipo de funcion que se aborda para comenzar el concepto matematico
funcién es la lineal. En grado séptimo (Ciclo 3) los estudiantes tienen un primer
contacto con la nocion de proporcionalidad directa y proporcionalidad inversa en
contextos aritméticos y geométricos, en donde se hace una representacion de diagramas,
expresiones verbales y tablas, de tal forma que el estudiante pueda establecer una
relaciéon entre las mismas, asi como identificar algunas caracteristicas de las graficas
cartesianas como puntos continuos y lineas formadas por segmentos. En el siguiente
ciclo (cuatro), que corresponde a los grados octavo y noveno, la propuesta es analizar
las representaciones de las funciones polindmicas, identificar las relaciones entre
propiedades de la grafica y propiedades de representacion algebraica y estudiar la
relacién entre los cambios de parametros en las representaciones algebraicas y los
cambios en las gréaficas que los representan. Como se ve, en esta propuesta de los
estandares curriculares no se mencionan las funciones a trozos o por partes, la Gnica
relacién que se crea sucede en el ciclo tres con respecto a las caracteristicas de las

gréficas cartesianas formadas por segmentos.
La funcidn parte entera

Los nameros enteros son el pilar de la matematica discreta y a menudo se requiere
convertir un namero real arbitrario en nimero entero. Una funcién asociada a este
procedimiento es la funcion parte entera (integer) definida por Graham R., Knuth D. &
Patashnik O. (1994) como aquella que asigna a cada numero real un nimero equivalente

a su parte entera, y se denota como f(x) = [x]. A comienzos de la década de 1960,
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Kenneth lverson, introdujo los nombres de techo y piso, asi como su notacion a dos

tipos de funciones que estan definidas para todos los reales:

Funcion piso (Floor): f(x) = |_x_|, EI mayor entero menor o igual a x

Funcién Techo (Ceiling): f(x) = | x |= El menor entero mayor o igual a X

Otras de las caracteristicas de estas funciones es que son funciones a trozos, lo que
significa que su representacion grafica consta de segmentos horizontales de la recta que
varian a una altura constante. La grafica de esta funcion no es continua cuando se evalla
en cada uno de los nimeros enteros, pues los limites de la izquierda y la derecha
difieren en 1, pero si es continua en cada uno de sus intervalos abiertos (n, n+1), donde
el valor de la variable es constante.

Con el proposito de entender estas dos funciones, se observa a continuacién una

representacion gréfica que forma una escalera,

Podemos ver en la grafica que los valores de las funciones para el numero e (ejemplo
tomado de Graham, Knuth & Patashnik (1994)),

e=2,71828

le =2, |-e=-3 ; [e[|=3, [-e[=-2

Al observar la gréfica se puede examinar que la funcidn piso se encuentra por debajo de
la diagonal y la funcidn techo se encuentra por encima de la diagonal. También se puede
ver que las dos funciones tienen el mismo valor cuando se evalta en cada uno de los
ndmeros enteros:

| X Fx, «>xesentero; | X [FX, <> X es entero

Cuando x no es entero los valoresde | x |- | x_|=1
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Propiedades

Las funciones techo y piso tienen las siguientes propiedades

[ X [=n n<x<n+l

X ]=n Xx-1<n<x

| X |=n n-1<x<n

| X |=n x<n<x+l

Los numeros reales los podemos escribir como la suma de la parte entera y la parte
decimal o fraccional

x =[x |+ {x}

Todo lo anterior nos muestra algunas caracteristicas de esta funcion que pueden ser
atiles al momento de presentarla a los estudiantes. De la misma manera se hace
necesario recurrir al pensamiento variacional, para avanzar en la comprension de la

nocion de funcion en términos de la variacion
Pensamiento Variacional

La nocion de funcion aparece cuando se establecen relaciones funcionales entre
variables que cambian. De esta forma emerge la funcion como herramienta de
conocimiento necesaria para enlazar patrones de variacion entre variables y para
predecir y controlar el cambio. Con el fin obtener un mayor entendimiento de la nocién
de funcidn se recurre al pensamiento variacional que incorpora a las matematicas una
vision diferente sobre la ensefianza de los contenidos de las matemaéticas de forma
fragmentada, vision que ha regido por un largo tiempo la actividad escolar, ligada a una
ensefianza méas amplia, tal como se afirma en los Lineamientos Curriculares (Ministerio
de Educacion Nacional, 1997):

“Un campo conceptual que involucra conceptos y procedimientos interestructurados
y vinculados que permitan analizar, organizar y modelar matematicamente
situaciones y problemas tanto de la actividad practica del hombre, como de las
ciencias y las propiamente matematicas donde la variacion se encuentre como

sustrato de ellas”.
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Lo anterior significa que se establecen multiples relaciones del pensamiento variacional
con otro tipo de pensamiento como el numérico, geométrico, algebraico, estadistico y
métrico, a través de las representaciones cuantitativas de las situaciones de variacion. A

esto agrega Carlos Vasco (2003):

“El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de
pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus
variables internas de tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de
covariacion de cantidades de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos

recortados de la realidad.”.

En las situaciones de variacion y cambio de la vida cotidiana, gran parte de estas llevan
consigo una relacién directa con el tiempo, donde variacion y cambio corresponden a
una circunstancia en la que un fendmeno se transforma con el paso del tiempo. Desde el
pensamiento variacional el objetivo es conseguir identificar el fendmeno de cambio de
las magnitudes, describirlo, interpretarlo, predecir su comportamiento, cuantificarlo y
modelarlo (MEN, 2004). Adicionalmente, Vasco (2003) complementa que es necesario
modelar la covariacién entre cantidades de magnitud y su variacion en el tiempo, es
decir, no basta con observar el comportamiento de una variable de forma aislada, sino
su comportamiento en relacion con otras. EI concepto de pensamiento variacional
promueve en el estudiante la observacion, el registro y la utilizacion del lenguaje

matematico, propdsito que debe desarrollar el estudiante durante su trabajo en el aula.

De acuerdo con Vasco (2003) el objetivo principal del pensamiento variacional es la
modelacion matematica. En el proceso de resolucién de un problema se debe elaborar
primero un modelo de la situacion donde las variables covarien en forma semejante a las

de la situacion problema, esto no se lleva a cabo sin activar el pensamiento variacional.

Un modelo matematico “es un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que
intentan explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o una
situacion” (Villa, 2007) lo que conlleva a comprender mejor el fendmeno que se esté
estudiando. Este trabajo pretende que los estudiantes formulen un modelo utilizando
expresiones numéricas, expresiones algebraicas, tablas, graficos etc., haciendo uso de la

funcion parte entera.
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El proceso de construccion del modelo no es sencillo, requiere de un periodo de tiempo
en el cual el modelador, acude a sus conocimientos matematicos, al conocimiento sobre
la situacidn que se quiere simular para establecer una relacion anéloga entre el modelo y
la situacion o sistema real. Es alli donde entran en juego las habilidades del modelador
para interpretar, establecer, describir y representar las relaciones que existen entre las
magnitudes y llegar construir un objeto matematico (Villa, 2007), que simule la
dinamica de ciertos subprocesos de la realidad (Vasco, 2003).A este arte de construir un
modelo a partir de un fendmeno real es lo que se denomina modelizacion matematica.
En la modelacion matematica existen distintas perspectivas de investigacion sobre la
ensefianza y el aprendizaje de los modelos matematicos. De acuerdo con la clasificacion
que hace Blomhoj (2008), esta investigacion se circunscribe en la  perspectiva
educacional, caracterizada por integrar los modelos matematicos como medio de
aprendizaje de las matematicas y a la modelacion como una competencia importante.
En la modelacion matematica se debe elegir un tema, y de él se extrae, el contenido a
desarrollar durante las clases, el contenido debe ser suficiente si se quiere utilizar por
varias clases.
Para el desarrollo del ciclo de modelacion se aplicara la secuencia planteada por Villa.
Ya establecida la importancia de la modelacion en la construcciéon de significados de
conceptos matematicos. La funcion del maestro dentro de la dindmica del proceso de
modelacién se centra en dos momentos, el primero se presenta ante la necesidad de
modelar una situacion dado un contexto que pueda representar importancia para los
estudiantes. La segunda fase denominada como ejecucién donde el maestro en una serie
de momentos desarrolla la situacion de modelacion en la clase. En este documento se
pretende desarrollar los momentos que corresponden a la primera fase.

En la fase uno se tienen en cuenta todos los criterios que el docente debe tener presente

para la eleccion y analisis de los contextos y fendmenos que se van a modelar. Algunos

de los momentos que debe tener en cuenta el maestro.

1. Observacion y experimentacion: en este momento se realiza la identificacion del
problema que va a ser modelado, el docente tendrd presente criterios como
conocimientos previos que deben tener los estudiantes para abordar la situacion, la
relacion del estudiante con el contexto del problema, el problema debe pertenecer al
mundo real y debe tener coherencia con el concepto que se quiere ensefiar.

2. Delimitacion del problema: todo problema presenta un ndmero de elementos y
variables a tener en cuenta para ser modelados. ElI docente debe elegir como
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organizar el grupo de estudiantes de tal forma que se simplifique el fendmeno
delimitando el numero de variables.

3. Seleccion de estrategias: el docente debe tomar la decision sobre que estrategias,
recursos y metodologias de trabajo con el proposito de organizar una secuencia
didactica que involucre conceptos previos Yy representaciones para identificar las

magnitudes.
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