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Resumen

O Teorema da Func¢do Implicita ocupa parte invariante da abordagem de qualquer
livro de Calculo. O carater de injuncdo deste quadro diz respeito ao predominio de
tarefas algoritmico-manipulatorias, que relegam o entendimento conceitual e
negligenciam o significado grafico-geométrico de simbologias carregadas e, de modo
standard, requeridas em tarefas. Diante destes entraves, adotamos a metodologia de
pesquisa chamada de Engenharia Didatica. Por tanto, descrevemos apenas as etapas
de preparacdo, que antecedem uma sequéncia de ensino. Deste modo, descrevemos as
fases de andlise preliminar, fase de concepcéo e analise a priori. Dentre 0s objetivos
atingidos, a partir dos dados coligidos e analisados com apoio nesse design de
investigacdo, destacamos: os livros de Calculo no Brasil priorizam o carater
algoritmico-manipulatério das atividades, a exploracdo didatica da tecnologia viabiliza
a exploracédo da visualizacdo. Por fim, com amparo nesses resultados, podemos aplicar
as atividades estruturadas em situacfes de sala de aula.

1. Introducéo

A ideia da solucéo de uma equacéo do tipo f(p,x)=0(*), para x=s(p) (x como uma
fungéo de p) envolve um importante papel no contexto da Analise Cléssica. A funcdo
obtida, por intermédio dessa hipotese e acrescidas de outras condi¢cfes, € chamada de
funcdo definida implicitamente pela equagdo (*). Reparemos ainda a ideia proxima de
resolver f(x)=y para x como funcgdo de y, concerne a inversdo da fungdo f .

Em determinadas circunstancias, em que existe uma funcdo implicita ou uma inversa,
necessitamos de propriedades como diferenciabilidade e a continuidade de lipschitz
(DONTCHEV & ROCKAFELLER, 2009, p. 82). Esse problema admite um tratamento

eminentemente formal e, acrescentamos, l6gico-simbdlico; padréo standard dispensado
. . . . _ X*+y*+z°%=1

pelos livros no Brasil. Com efeito, consideremos o sistema (*) e,
X*+y*—y=0
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perguntamos: (a) Ha alguma solugéo para tal sistema? (b) O que garante sua unicidade?
(c) Temos alguma funcdo implicita determinada por tais relagcdes?

Quando restringimos todo nosso olhar e atividade ao quadro analitico, impomos, sem

muito detalhamento que x2+y2—y:0—>x2+(1—x2—22)—«/(1—x2—22):O. Dai,

efetuando alguns cancelamentos, resolveremos ainda
1-2%)=1-X-2%) ©1-22%+7" =1-x* 22 <> x* = 2> —7*. A primeira dificuldade

é que a equagdo x> =z°-z" estd no plano xOz. Em seguida, de modo padrio,
verificamos as condi¢des de diferenciabilidade e descrevemos, se possivel, a derivada
de 12 de uma funcéo, descrita de modo implicito pela equacdo x* =z°—z*. Por esta via,
todo processo se encerra e a percepcao e visualizacdo é negligenciada.

Vamos agora considerar outra possibilidade. Por esta via, a tecnologia desempenha um
papel fundamental por meio da possibilidade de explorarmos nossa capacidade de
percepcdo e da visualizacdo. Dai, na figura 1, exploramos as potencialidades do
software CAS Maple. A primeira pergunta tem resposta imediata, ou seja, temos solugédo
para o sistema (*). Ademais, mais de uma solucdo, na verdade, na curva que se
assemelha a um “8”, contamos com solugdes, nas vizinhangas dos pontos em que
tivermos o grafico de uma funcdo. Reparemos ainda o carater de suavidade da curva
descrita por x*=1z”-2z*, que representa, justamente, a intersecio de dois objetos.
Observamoa que, imbuidos de uma atividade investigativa, restrita apenas ao carater
analitico, nunca adquiriamos tal sensacdo qualitativa perceptual, atinente ao
comportamento (suave) da curva, muito menos do entendimento de sua descricdo

grafico-geométrico no IR® e a localizagdo de pontos de multiplicidade.

Figura 1. Identificacdo e visualizagéo de propriedades graficas possibilitadas pelo software
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No proximo segmento, discutiremos e descreveremos o design de investigacdo que
apoiara as fases de uma investigacdo que antecedem a experimentacdo em sala de aula.
Em seguida, discutiremos um pouco do cenario de abordagem do Teorema da Funcao
Implicita — TFI nos livros didaticos brasileiros e possibilidades para a estruturacdo
didatica de situacdes de ensino replicaveis em sala de aula.

2. Engenharia Didatica

A metodologia de pesquisa nominada Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996), tem sido
utilizada design de investigacdo, numa perspectiva de complementaridade (ARTIGUE,
2008) com outras teorias, desde a década de 80. Sublinhamos o estudo de Camacho &
Aguirre (2001) que discute um desenho didatico para a apresentagdo do conceito de
limite. Esses autores dao énfase nas etapas de analise preliminar e analise a priori. De
modo semelhante, neste artigo, escolhemos o TFI como objeto matematico investigado.
Ademais, diante de sua relevancia e lugar didatico garantido, nas discussdes
desenvolvidas em disciplinas dos cursos de graduacdo no Brasil, sobretudo, nos cursos
de licenciatura em Matematica, assumimos a premissa sobre a relevancia da
descricdo/estruturacdo de situacdes didaticas que promovam a visualizacdo, com vistas
a um melhor entendimento conceitual, suavizando o predominio algébrico-analitico.
Desde que, vista como metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica — ED é
caracterizada como um esquema experimental com base em realizacdes didaticas em
sala de aula, adotamos a perspectiva de Almouloud (2007, p. 171), quando fornece a
descricdo das seguintes etapa: (i) andlise preliminar ou andlise prévia; (ii) construcdo
das situacdes e analise a priori. Dai, em (i), tencionamos descrever o estudo da
organizacdo matematica e da organizacdo didatica do objeto matematico. Em (ii),
realizaremos a descricdo das situagcdes problema, a determinacdo das escolhas das
variaveis didaticas locais. No proximo segmento, acentuaremos alguns dos aspectos
historicos envolvidos com o tema. Tais elementos comp&em a analise previa.

3. Sobre 0 Teorema da Funcao Implicita

Nas analises prévias, identificamos problemas de ensino e aprendizagem relacionados
com o objeto de estudo. De modo inicial, nos atemos ao estudo da génese histérica do
saber e suas manifestacdes antigas e contemporaneas, ou seja, seu ensino atual. Ainda
nesta fase, discutiremos, com brevidade, uma anélise dos livros didaticos de Célculo.
Com respeito ao contexto histérico, registramos no livro de Krantz (2001) uma
detalhada descricdo historica sobre a evolucdo do TFI. Neste sentido, Krantz (2001, p.

7) destaca que “pensado com o viés de um argumento heuristico, seu resultado é
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bastante simples, o teorema da funcdo implicita é uma parte fundamental e poderosa dos
fundamentos da matematica.”. Para tanto, esse autor aponta a contribuicdo de
matematicos, tais como: L. Euler, I. Newton, L. Lagrange, A.Cauchy, etc.
Hodiernamente, ao consultar e comparar as abordagens adotadas por livros de Calculo
no Brasil, diferentemente das ideias em sua génese, identificamos a énfase nas
manipulagcdes e aplicagdes algebrizadas do TFI. Observamos, como tdnica geral, a
requisicdo de tarefas (GUIDORIZZI, 2010; STEWART, 2001) que exigem antes uma
habilidade algoritmico-manipulatoria especifica, do que a necessidade de uma
interpretacdo, sobretudo, geométrico-gréfica, dos objetos e propriedades investigadas.
Nocdes especificas e ndo triviais, no que concerne ao seu entendimento, como:
existéncia, unicidade, condicdes (hipOteses) necessarias, sdo negligenciadas. Tais
elementos constituem parte da analise matematica desse saber e que devem ser
reconsiderados na etapa seguinte.

No préximo segmento, apresentamos a construcdo das situacdes e analise a priori. Vale
observar que, em sua elaboracdo, a visualizacdo ndo é elemento secundario
condicionante da estratégia de resolucdo a ser empregada. Outrossim, muitos dos
elementos de ordem qualitativa nas situagdes podem ser observados e readaptados a
outras situagdes de ensino, todavia, na restritas a lapis/papel.

4. Andlise a priori das situacdes problema

Nesta secdo apresentamos algumas situacdes problema apoiadas pela tecnologia
informética. Artigue (2003, p. 130) sugere, com veeméncia, uma atividade matematica
profissional amparada em tais tecnologias. Vejamos a primeira situacéo.

Situagéo 1: Considere a figura 2 que exibimos abaixo. Nela, admitimos uma regido de

X*+y’-z=0

intersecdo descrita pelo sistema { . Divisamos o vetor v=(2\/§,2,0)

z=3
(figura 2), entdo pedimos que: (i) descrever analiticamente e geometricamente a

intersecdo desse sistema; (ii) relacionar o vetor v:(Z\E,Z,O) com 0 comportamento
do gradiente no ponto (\E,l, 3); (iii) descrever o significado do simbolo of /ay(ﬁ,l),
onde f(x,y)=x*+y?*; (iv) é possivel obter o valor da derivada de uma funcio
g descrita implicitamente?

Comentario: Na figura 2, o solucionador deverad suspeitar que v=(2\/§,2,0) é na

verdade Vf (\/5,1), devido suas propriedades sobre a curva de nivel (i) x*+y*=3.
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Ademais, Vf(x,y)=(2x,2y) € o vetor gradiente e que (\/51) é solugdo para o sistema
e que Vf(¥/2,1)=(242,2,0)=v (ii) como ¢ indicado acima. Mas aindaaf/ay(\ﬁ,l);to.

Pelas condicdes do TFI, existe uma funcdo definida na vizinhanca do ponto x=+2,

com f(xg())=3e g'(2)=—f,(V2.)/,(2.) =—~2.

S v @z 2,0

3
)
”a,_‘;:]‘__. T b

N

Figura 2. Descri¢do geométrico-grafica envolvendo a visualizacdo da curva de intersecéo e
propriedades do vetor gradiente no espacgo

Situacdo 2: Consideremos a seguinte equacdo xyz —yz*+x*y =2. Interpretar que tipo
de objeto é determinado pela mesma e, no ponto (0,-2,1) decidir se podemos
discriminar uma funcéo diferenciavel numa vizinhanca deste ponto.

Comentarios: De modo standard, definiremos f(X,y,z):=xyz—yz*+x’y e, deste
modo, podemos interpretar a equacdo f(x,y,z)=k, com ke lIR sendo as superficies

de nivel determinada para cada k € IR . Mas, estamos interessados neste caso pelo nivel

k =2, todavia, exibimos na figura, para os niveis k =6,8,12. Na mesma figura, no lado

direito (canto superior) indicamos a localizacdo topoldgica do ponto (0,-2,1).

xys—yz' 4 xPy=2

Figura 3. Visualizacao das superficies de nivel determinadas pela funcao

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 1965



&

Montevideo, Uruguay
1!“ {!EFM Viontevideo, Unuguay

Ane 16 al 20 de setiembre de 2013

Reparemos que f(0,-2,1)=2 e suas derivadas parciais sdo descritas por

{aféxz yZ+2Xy ; 6%y:xz—z“erz;a%yzxy—4yz3 .'.%(O,—Z,l):S;tO. Dai,

pelo TFI, obtemos uma vizinhanga do (0,-2,1), digamos B, (0,-2,1) — IR® de modo
que podemos z pode ser descrita como fungéo diferenciavel das variaveis ‘x’ ¢ ‘y’. Em

seguida calculamos {07/ (0,-2,1)=—-—2"27 - "C_~@a 0L/ (0,-21)=-2" """,
J { O 2)= 0 0T /ﬂy( = 02D 8

Tais valores nos permitem determinar a posicdo de um plano, que passa no ponto
(0,-2,1). Na figura 4, com o auxilio do CAS Maple, indicamos a vizinhanga aberta

(uma bola amarela), na qual, todo o aparato matematico previsto pelo TFI esta sendo

empregado. Na figura 4, adquirimos o sentido topoldgico dessa situagéo.

4 9

Xyz-yz +xy=2

Figura 4. Visualizacdo da regido do espaco, na qual, obtemos uma vizinhanca do ponto escolhido

Vale comentar que o simbolo 6z/0x(0,-2,1)=0,25 é a declividade de uma reta
tangente a superficie de nivel no ponto (0,-2,1). Podemos descrever esta reta pela
equacdo (z-1)=0.25(x—0) (fig. 5). Enquanto que &z/dy(0,-2,1)=1/8 é a declividade

de uma reta tangente a superficie de nivel no ponto (0,—2,1). Podemos descrever esta
reta pela equacdo (z-1) :%(y+2). Podemos, agora, determinar o vetor gradiente de

VE(X,y,2) =(yz+2xy,xz— 2"+ x*,xy —4yz®) .. Vf (0,-2,1) = (-2,-1,8) (em azul).
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Figura 5. Determinacéo das dire¢des que permitem determinar um plam; tangente no ponto
Evidenciamos nessas situacfes que a estratégia de solugdo e a atencdo do solucionador
de problemas séo fortemente originadas, na visualizacdo e percepg¢édo das propriedades
grafico-geométricas. Tal abordagem reduz a hegemonia de um ensino formalista,
apontado e criticado por especialistas (ARTIGUE, 2003). Para concluir esta secdo, o
entendimento da organizacdo matematica das situacfes, apoiada na tecnologia,
proporciona antever as possiveis estratégias e, até mesmo, equivocos e o surgimento de
falsas concepcbes dos aprendizes.

5. Consideracdes finais

No locus académico os rituais de ensino tendem a privilegiar o carater algoritmizado
dos procedimentos. Uma concepcdo limitada e questiondvel que atribui uma razao
suficiente, segunda a qual, para o entendimento do aprendiz, exige-se o simples trato ou
emprego de teoremas (Lozada-Crus, 2012, p. 74). Por outro lado, para a descricdo de
atividades que detém a possibilidade de suavizar ou, pelo menos evitar tal carater, €
necessario um bom planejamento para a preparacdo de uma aula. Neste sentido, nos
apoiamos neste artigo nas etapas iniciais previstas pela ED (analise preliminar e analise
a priori). Nas analises a priori, vimos que a exploracdo da tecnologia, em nosso caso do
CAS Maple, proporciona e mediacdo de um conhecimento mobilizado a partir da
visualizacdo e percepcéo de propriedades topoldgicas e graficas. Neste sentido, teremos
a possibilidade de explorar nos aprendizes ndo apenas a mobilizacdo e elaboracdo de
argumentos e sentencas proposicionais ndo apenas fundadas na logica formal, mas
também, na heuristica da visualizacdo, carater marcante no surgimento das ideias do
Calculo (EDWARDS, 1979).

Por fim, acentuamos que nas andlises preliminares (analise didatica e matematica), o

olhar do ponto de vista historico, podera fornecer elementos ao professor, no sentido da
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significagcdo dos problemas. Neste sentido, em consonancia com a génese de muitos
conceitos em Matematica, a visualizacdo e os argumentos informais e heuristicos séo
fundamentais nas etapas primeiras de investigacdo. Ademais, apesar de que em alguns
livros registramos o esforco didatico dos autores de livros, no sentido de suavizar a
algebrizagcdo das atividades (BORTOLOSSI, 2009). De maneira geral, entretanto,
constituem esforcos isolados, que influencia ainda de modo timido o ensino na
academia, acentuadamente formal (ARTIGUE, 2003, p. 119).
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