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Resumo

Sob determinadas hipoteses, quando consideramos fun¢Ges em duas varidveis reais, a
ordem da derivacdo de suas variaveis é irrelevante e conduzem ao mesmo resultado.
Tal fato é relatado e apresentado pelos autores de livros de Calculo no Brasil como
Teorema de Schwarz. Assim, diante dos entraves relatados na literatura, descrevemos
as etapas de andlise preliminar e analise a priori, previstas na metodologia de pesquisa
conhecida como Engenharia Didatica. A sistematizacdo e detalhamento destas duas
etapas de investigacdo nos auxiliaram na estruturacdo do desenho didatico de
situacdes-problema que evitam determinados entraves, apontados por especialistas.
Ademais, o uso da tecnologia pode impulsionar a modificagdo da mediagcdo deste
objeto em sala de aula, na medida em que, as atividades visdo ndo apenas a
valorizacdo do carater manipulatério/ algoritmizado. Por fim, com origem nessas
etapas de pesquisa, inserimos a discussdo da adocdo de uma proposta de ensino que
pode ser usada na fase de experimentacao.

1. Introducéo

Apresentamos neste escrito, a descri¢do das etapas iniciais (analise preliminar e analise
a priori) de um estudo teorico, apoiado na sistematizacdo investigativa da Engenharia
Didatica - ED. Quando restringimos nossa atencdo as duas etapas iniciais, o design de
investigacdo proposto pela ED possibilita a sistematizagéo de etapas para a preparagao
didatico-metodologica do professor, que antecedem o momento efetivo da mediagdo em
sala de aula.

Assim, com o0 tema Teorema de Schwarz, discutiremos e descreveremos alguns
elementos atinentes a certas situagdes envolvendo o funcionamento de contraexemplos
em Matemaética. Reparemos que a exploragdo do CAS Maple funcionard como elemento
impulsionador para outras formas de mobilizacdo do saber matematico, com énfase na

visualizacdo e percepc¢éo de determinadas propriedades grafico-geométricas.
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2. Engenharia Didatica

A metodologia de pesquisa nominada Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996), tem sido
utilizada design de investigacdo, numa perspectiva de complementaridade (ARTIGUE,
2008) com outras teorias, desde a década de 80. Sublinhamos o estudo de Camacho &
Aguirre (2001) que discute um desenho didatico para a apresentacdo do conceito de
limite. Esses autores ddo énfase nas etapas de analise preliminar e analise a priori.

De modo semelhante, neste artigo, escolhemos um teorema que prevé as condicbes de

comutatividade das derivadas mista (em nosso caso, para fungdes z= f(x,y)) como

objeto investigado. Ademais, diante da relevancia do citado teorema, e lugar didatico
garantido nas discussdes desenvolvidas em disciplinas dos cursos de graduacdo no
Brasil, sobretudo, nos cursos de licenciatura em Matematica, assumimos a premissa
sobre a relevancia da descricdo de situacdes didaticas que promovam a visualizacao,
com vistas ao seu melhor entendimento conceitual, e ndo apenas logico-formal
(ALVES, 2012b, p. 125).

Desde que, vista como metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica — ED é
caracterizada como um esquema experimental com base em realizacGes didaticas em
sala de aula. Além disso, nos apoiando em Almouloud (2007, p. 171), optamos pela
descricdo das seguintes etapa: (i) analise preliminar ou andlise prévia; (ii) construcdo
das situacBes e analise a priori. Dai, em (i), tencionamos descrever o estudo da
organizacdo matematica e da organizacdo didatica do objeto matematico. Em (ii),
realizaremos a descricdo das situacdes problema, a determinacdo das escolhas das
variaveis didaticas locais. Por fim, salientamos que, de acordo com Almouloud (2007,
p. 176), a analise matematica envolve a possibilidade de “identificar 0s métodos e/ou
estratégias de resolucdo de cada situacdo, evidenciando os conhecimentos e saberes

matematicos envolvidos.”. Passaremos, entéo, a etapa de anélises preliminares.

3. Anélise a priori e concepgao de situacdes

Nas situacOes doravante propostas, indicaremos elementos, descreveremos uma via de
abordagem que evita o0s processo algébricos manipulatérios, recorrentemente
identificados nos livros de Calculo no Brasil (ALVES, 2011; ALVES & BORGES
NETO, 2011). Neste sentido, concordamos com Alves & Borges Neto (2011, p. 10),
quando apontam a hegemonia do carater dos procedimentos e aplicagdes, em detrimento
do carater conceitual, como caracteristica marcante dos autores de livros de Céalculo no

Brasil. Desde modo, nossas analises prévias envolvidos com este saber, apontam
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indicadores que podem atuar como entraves, em abordagens que se pautam, apenas,

nesses compéndios tradicionais de Calculo (GUIDORIZZI, 2010; STEWART, 2001).

Deste modo, com o intuito de superar tais entraves, estruturamos duas situagdes.

(1) Decidir a classe de diferenciabilidade e as condi¢bes de aplicacdo do teorema de
x*-y%)

(< +y%)

Comentarios: Na figura abaixo indicamos as regides do espaco onde estdo definidos os

Schwarz em relagdo a seguinte fungdo f(x,y)=xy

2

graficos de f(x,y), éi(x, y) e aa—z(x, y) . Esse primeiro exemplo foi escolhido, tendo
X X

em vista, que 0 mesmo constitui, aparentemente, o principal contraexemplo fornecido
pelos autores de livros (ALVES, 2011, p. 210). Nossa discussdo devera evitar, de modo

precipitado, a constatacdo do principal fato salientado por esses autores, ou seja, a

o f o f
axay(0,0)—lst—l_ayax(0,0).

constatacdo de que

Figura 1. Descricéo grafico-geométrica da funcao e suas derivadas de 1% e 2% em relacdo a variavel x

Na tabela 1 exibimos a descri¢cdo analitica das derivadas parciais de 1% e 22 ordem

relativas a funcdo f(x,y). Determinados teoremas, cuja demonstracdo €, em muitos
casos, omitida, podem ser aplicados nos termos que apresentamos, como as seguintes
o° f of

) . of of .
dad | _— =— I ,y)=——2(0,0).
propriedades (x,y)l—rIE'0,0) rw (x,y) Fw (0,0) e (x,y)'g(]o,()) PV (x,y) 8x8x( )

Tabela 1: Descricdo analitica das derivadas de 1?2 e 22 ordem da funcgdo.
Descrigdo analitica das derivadas com auxilio do software Maple
0 X —y*) 2% 2x%y(x* —y?
fx _(f(x,y)):y(z );)"" 2 yz_ );( 2>zl)
OX X“+y X“+y (X +y°)

f 0° Byx  Byx(x*—y?) 8x’y 8xy(x* —y?)
X z(f(x’y))= 2 2 2 VTN IV 2 2\3
OX X“+y° (X +YyT)T (XT+Y°) (X" +y°)
f 0 X(x? — y? 2xy?  2xy?(x% —y?
y Oty =2 Y) 2y 29 (X -Y)

x2+y2 _x2+y2 (x2+y2)2
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f iy ___Byx  Byx(x*-y%) - 8xyt 8xy'(x’-y°)
(fxy) X2+y? (X +y?)? " (X% +y?)? " (x> +y?)®
Y2y y(X-y), 2 26(C-y)  BXY (X -y

_ f X, = _ - - -
5’y(3X( ( Y)) x2+y2 x2+y2 Xz_l_yz +x2+y2 x2+y2 (X +y)

Fonte: Elaboracéo do autor.
Uma verificacdo negligenciada diz respeito a analise da classe de diferenciabilidade

desta funcdo. De fato, usando a substituicdo por coordenadas polares, verificamos que

: of of of of
oo Moo aX(/OCOS(H),psen((?))—0—&(0,0) e (pcos()plgqu 00 ay(pcc>s(9),psen(0))—0—&(0,0)-
o? 82

P t lado, lim (0,0

or outro ado dim v ~(f(xx))=0 ( (0,0)) e

0? o?

lim —(f(x,x))#0=—(f(0,0)). Tais limites devem indicar elementos aos

(y.,y)~> (00)8y

estudantes concluir que feC' e feC? onde C' representa a classe de

diferenciabilidade das derivadas de 12 ordem continuas. Enquanto que f ¢C? indica

que suas derivadas de 22 ndo sdo continuas. Na figura 2, mostramos que as derivadas de

12 ordem sdo distintas (fig. 2, lado direito) do ponto de vista grafico-geomeétrico.

3

) 3 -
7/ &) %f (+,7) —f(x N 9 )

Figura 2. Descrigéo grafico-geométrica das derivadas parciais de 12 ordem

Ainda com base nos dados que exibimos na tabela 1, podemos também verificar que

. o* f 82 o f

lim —(x,y)= (O 0) e lim (0,0), com o uso de
(xy)—(0.0) OX )~ (o 0) ayay ayay
coordenadas polares. Vale observar o argumento empregado em Alves & Borges Neto

-y _
(C+y?)

A vantagem desse argumento diz respeito a possibilidade de avaliar e descrever

(2011), em que escrevem f(x,y)=xy-———===xy-g(x,y), onde g(x,y) é limitada.
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d°f /oxoy (0,0) e &°f /oyox(0,0), usando limites interados. Na proxima situagio,
abordaremos um exemplo historico, discutido por Hairer & Wanner (2008, p. 328).

(2) Decidir as condicbes de aplicacdo do teorema de Schwarz em relacdo a seguinte

x? -arctg [lj — y?arctg [ij se (x,y) = (0,0)
X y

0 se (x,¥)=(0,0)

funcdo f(x,y)= . Investigar sua

classe de diferenciabilidade.
Comentarios: Nesse caso, sem 0 apoio computacional, a obtencdo de suas derivadas de

12 e 22 ordem se torna uma tarefa fastidiosa. A organizacdo didatica do professor deve
prever o momento em que os aprendizes concluem que f eC' e f ¢ C?.

Tabela 2: Descrigdo analitica das derivadas de 1% e 22 ordem da fungdo.

Descricdo analitica das derivadas com auxilio do software Maple
f 2x.arct [zj_ y
X ek O y2/x? 1+x3/y?
y 2y 2y° 2X
f 2~arctg(—)— — +
X ) XLy ) (1ey? ) K y(Le/yE)
f X ovarcetg] Xle X
y 1+y? /X2 y-arc y +l+x2/y2
f 2y 9. arct (x] 2x 2x°
————-2-arctg| — |+ +
yy x(1+y2/x2)2 y) y(1+y?/x?) (1+x2/y2)2 y?
fy=1, 1 2y? 1 2%
2702 T 2 2/2 2
1+y%/x (1+x2/y2) x2 LX)y (1+x2/y2) e

Fonte: Elaboracédo do autor.
Na fig. 3, exibimos uma regido do IR® aonde se tem definido o grafico da funcao,

limitado, nas vizinhancas da origem. Com efeito, na fig. 3-1 indicamos uma bola,

centrada na origem. Mostramos também suas derivadas f, (I1)e f, (ll1).

Figura 3. Comportamento geométrico do grafico da funcéo e suas derivadas de 12 e 22 ordens
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Na figura 3-1, o professor deve levar o entendimento do carater limitado na origem
(condicdo necessaria para a existéncia do limite). Por outro lado, na figura 4,
conduzimos o solucionador de problema a perceber que o comportamento gréafico-
geométrico de suas derivadas de 22 ordem € distinto (fig. 4 no centro). Com efeito, é
mais imediato se produzir alguma ilacdo a partir dos graficos da figura 4, do que a
identificacdo de padrdes algébricos exibidos na tabela 2. Reparemos que com amparo na
percepcdo, divisamos a regido no IR® na qual ndo temos definido o grafico das
derivadas de 22 ordem (vizinhanca da origem (0,0,0)).

/

Figura 4. Descricao grafico-geométrica de suas derivadas de 22 ordem

Com base dos dados da tabela 2 e nas figuras 3 e 4, conjecturamos que contamos com a
continuidade das derivadas de 1% ordem e a descontinuidade de suas derivadas de 22

ordem. De fato, podemos escrever no quadro analitico  que:

2 2

2.2 ) 2y 2]=0=i(0,0). Por outro
X +y X +y ox

y
il = lim [2x-arctg| 2 |-v-
(xy)a(omax( )= ILT(‘O@)[ * arcg(xj y

lado, simplificando a expressio da tabela 2, podemos  escrever:

3

71

I)|m [2- arctg(yj ( 2%y 2y 2y

2 2 2 +
XJ) |\ X +y ) (x2+y2) X (x2+y2)
Q)

(X, x)»(o 0) axa (x

Percebemos que, devido ao termo (*), indicado na expressdo acima, se verifica,

. . 2XX o .
facilmente, que lim ————=2 depende da trajetdria escolhida, quando tomamos

(xX)—>(0,0) (XZ 1 x2 )

o limite na origem. Vale destacar que nas descri¢des analiticas que obtemos do software
e descrevemos as tabelas 1 e 2, teremos a oportunidade de empregar teoremas
envolvendo a soma de limite, que devem corresponder ao limite da soma, na condigéo
em que, exista cada limite em separado. Por fim, no rol dos exemplos que encontramos

nos compéndios especializados no Brasil, destacamos algumas situacdes: (i)
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Xy
, 0,0 .
fy)=dxd ey SO0 cnorizzL 2010, p 278 i)

0 se (x,y)=(0,0)

3y w3
XYY e (xy) = (0.0)
X +y

f(x,y)= (STEWART, 2001, p. 908). Sugerimos, do ponto

0 se (x,y)=(0,0)

2

de vista matematico, a seguinte descricdo de (i) f(X,y) :xy-ﬁ: Xy-g(x,y).
X“+y
X X X X X X

Por fim, podemos usar que:

im(y-g(1)

X0 x-0

of of
2 —(0.y)-—-(00)
N(O'O):a[?x(o’ y)}:lim X X :lim{ =lim

y-lim(y-g(xy))|
oy ny ey [ y }"m[

lim(g(x y))}

x-0

2

As Ultimas relacGes descrevem a derivada mista %(0,0):Iim[

ay X yo50 Iim(g(x, y)):| como um

X—0
limite interado, o que proporciona proficuas relacfes conceituais (ALVES, 2011, p.

X’y —xy’ (x*-y?)
ayv: Y ey

y 2 2
+y (X" +Yy7)
nos remete a um caso ja analisado e nao proporciona ulteriores implicacdes didaticas.

230). J& no caso (ii), a mera identificacdo do padrdo algébrico

4. Consideracdes finais

Deparamos no locus académico rotinas metodoldgicas e abordagens de determinados
conteudos que assinalam o carater algébrico-manipulatério de definicdes e teoremas.
Nesse escrito, indicamos um teorema classico do Calculo a Varias Variaveis que, de
modo standard, recebe um trato deficitario, por parte dos autores dos compéndios
especializados (ALVES & BORGES NETO, 2011; ALVES, 2012b).

Por outro lado, com origem nos pressupostos e sistematizacdo previstos pela ED,
descrevemos duas etapas que podem subsidiar os momentos que antecedem uma aula
propriamente dita de Calculo, com o foco direcionado ao teorema de Schwarz.
Sublinhamos que no rol das variaveis didaticas locais, 0 uso e a estruturacdo de
atividades apoiadas na tecnologia se fazem imprescindiveis, na medida em que,
prevemos a acdo dos sujeitos a partir da inspecao e elaboracdo de conjecturas a partir da

visualizagdo. Por fim, no que concerne a organizacdo matemética do objeto desse
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estudo, recomendamos ao professor a exploracdo das propriedades relacionadas com a
classe de diferenciabilidade das fungdes com que tenciona verificar o teorema de
Schwarz. Assim, em vez de restringir uma mediacdo didatica que prioriza apenas 0
comportamento das derivadas mistas na origem, a investigacao pormenorizada da classe

da diferenciabilidade, de modo geral, por ser realizada, com o recurso ao software.
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