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Resumen

Lograr un balance pertinente entre la teoria y la practica es uno de los principales retos de
la educacion matematica superior. Algunos cursos priorizan lo procedimental, generando
una ausencia de herramientas tedricas a partir de las cuales se justifican los procedimientos.
Con la intencién de atender esta problematica, en el proyecto ED-2927

IREM de la Universidad de Costa Rica, se disefid una leccion para introducir la Regla de
L’Hopital en un curso de “Calculo en una variable”. El diseiio plantea el uso de una
representacion gréafica y una serie de preguntas que orientan la deduccion de la regla de
L Hopital para la forma indeterminada 0/0. A la vez involucra conocimientos previos como:
operaciones algebraicas, el calculo de la pendiente de una recta, la nocion de limite, la
ecuacion de la recta tangente en un punto y la interpretacion geométrica de la derivada. La
implementacion evidencié concepciones erréneas de los estudiantes con respecto a
conocimientos previos que se convirtieron en obstaculos para resolver las tareas. Sin
embargo, con una mediacion pertinente del profesor los estudiantes lograron deducir la
regla, y manifestaron interés en desarrollar su aprendizaje a partir de experiencias de esta
naturaleza.

Introduccion

El estudio del Andlisis Matematico o Célculo en secundaria y en los primeros afios de
universidad ha demostrado ser dificil para los estudiantes (Roberts y Speer, 2001). En la
mayoria de los casos, los aprendizajes de los estudiantes se limitan a la reproduccién de
procedimientos algoritmicos desarrollando poca comprensién de los conceptos matematicos.
Con respecto a lo anterior, Artigue (1995) menciona que la ensefianza del célculo en las
universidades

tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo y a evaluar en

esencia las competencias adquiridas en este dominio. Este fendbmeno se convierte en
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un circulo vicioso: para obtener niveles aceptables de éxito, se evalta aquello que los
estudiantes pueden hacer mejor, y esto es, a su vez, considerado por los estudiantes
como lo esencial ya que es lo que se evalla. (p.97)
En la mayoria de los cursos de calculo en la Universidad de Costa Rica dirigidos a estudiantes
de Ingenierias, Economia o Ciencias de la Salud, encontramos el panorama anterior. La
mayoria de las clases para dichos cursos se desarrollan con una dindmica de ensefianza
tradicional: el docente explica los contenidos, desarrolla unos cuantos ejemplos y luego
asigna una lista de ejercicios, que en el mejor de los casos se comenta la siguiente clase.
Segun Salinas y Alanis (2009), este modelo de ensefianza trae como consecuencia “elevados
indices de reprobacion, aprendizaje sin comprension y actitud negativa hacia el aprendizaje
de las matematicas” (p.359).
Con laintencién de involucrar al estudiante en el desarrollo de la leccién y abordar un método
de ensefianza no tradicional, se plantea este disefio dirigido a que el estudiante conozca las
justificaciones de las reglas que aplica para resolver los célculos algebraicos. El objetivo de
la actividad es que los estudiantes puedan intuir la demostracion geométrica del caso 0/0 de
la regla de L’Hopital, con la ayuda de una guia de preguntas y apoyo grafico, asi como
presentar una conexion del objeto matematico desde la parte algebraica y la parte gréfica
simultdneamente.
A continuacidn se presentan algunos aportes tedricos que fundamentan el disefio, los pasos
que se llevaron a cabo para la construccion, el disefio como tal y algunos resultados de la
aplicacion.
Marco Teorico
La historia de la matematica permite constatar que el célculo, al igual que otras ramas de la
matematica han sufrido cambios en cuanto a su ensefianza y aprendizaje; pasando por
reformas que propusieron una ensefianza del calculo formal en los afios 70°s, a una reforma
de ensefianza orientada a promover un enfoque constructivista con mas participacion del
estudiante en los 80’s, haciendo uso de exploraciones graficas y numéricas enfocadas a
reforzar la nocidn intuitiva de célculo, pero dejando de lado la parte formal (Artigue et al,
1995).
Con la intencion de entender este fendmeno, en los ultimos afios se han realizado diversos

estudios enfocados en mejorar como ensefiar 0 qué ensefiar en los cursos de célculo (Artigue,
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1995; Salinas y Alanis, 2009; Robert y Speer, 2001), evidenciando que la matematica
ofrecida en los cursos orientados a carreras, donde el objetivo es disponer fundamentalmente
de herramientas matematicas, no logra que el estudiante comprenda los niveles minimos de
teoria de los conceptos matematicos abordados. Esto se traduce en dificultades para entender
y manipular los conceptos matematicos en sus respectivas areas de estudio. En particular,
Artigue (1995) ha sefialado en diferentes trabajos la situacion preocupante con respecto a la
ensefianza del célculo, manifestando que no ha habido grandes cambios, y apuntando que si
bien es cierto el manejo algoritmico permite a los estudiantes resolver algunos problemas, no
es suficiente para la comprension de los conceptos y alcanzar las formas de pensamiento
deseadas.

Segun Artigue (1995), esta ensefianza del calculo ha llevado al surgimiento de dificultades;
las cuales pueden clasificarse en tres grandes grupos: aquellas asociadas a la
conceptualizacién y a la formalizacion de la nocion de limite, las relacionadas con los modos
de pensamiento erréneos puramente algebraicos y a las especificidades del trabajo técnico en
el célculo, y las que se refieren a la complejidad de los objetos basicos del calculo (nimeros
reales, sucesiones, funciones) y a la conceptualizacion de estos.

En particular, en cuanto a la regla de L"Hopital, su demostracién y ensefianza han
evolucionado y han sido objeto de estudio hasta el dia de hoy dada su utilidad para trabajar
limites (Palma, Gonzaéles, 2013), cuya resolucion va mas alla de procesos algebraicos. Asi
por ejemplo, Cantoral, Soto y Silva (2009) en su estudio hacen un analisis
historico/epistemologico de la demostracion geométrica de la Regla de L Hépital,
destacando que la naturaleza de donde emerge el problema es grafica, distinto a la forma en
que se maneja en el discurso escolar, y manifestando a su vez que esté idea grafica proviene
de mucho antes de L Hopital, especificamente, del tratamiento leibniziano de trabajar los
diferenciales bajo el “analisis grafico de curvas que se aproximan al valor nulo” (p.1). A
partir de este analisis Cantoral et al (2009) hacen un disefio de aula orientado a "promover
una mejor aproximacion al teorema de L"Hépital" (p.4), utilizando representaciones graficas.
Para Palma et al (2013) la idea geométrica de la regla de L’Hdpital se ha perdido en los libros
de texto, a pesar de su forma sencilla y visual de aprendizaje evidenciada en la primera

demostracion a la regla propuesta por Jean Bernoulli (1667-1748).
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Segun Farmaki y Paschos (2007), estas ideas de donde surgen los problemas del pasado
deben ser usadas en la actualidad en las aulas, como medio para proponer actividades de
ensefianza diferentes que promuevan el conocimiento matematico.

Por su lado Kaput (1992), destaca que los registros numerico y grafico se convierten en
abordajes importantes para introducir el objeto matematico, buscando una primera
aproximacion grafica o numérica, dindmica e interactiva al calculo, para luego introducir la
parte algebraica. Para lo anterior se requiere previamente de una propuesta adecuada de tareas
que lleven a un aprovechamiento del aprendizaje del estudiante. Ponte (2005), propone que
las tareas de exploracion cobran gran importancia en este contexto de busqueda de una
primera aproximacion con el objeto matematico, pues son tareas abiertas y de duracion
media, pudiendo incluir ambientes de aprendizaje, tanto propios de la matematica pura, como
también ambiente de realidad y semi-realidad (Skovsmose, 2002). Ademas, estas tareas
permiten ambientes de alto nivel cognitivo y ademas involucran procedimientos
significativos que se conectan con varios conceptos al mismo tiempo (NCTM, 2014). Al
mismo tiempo propician la construccion por parte del estudiante de su propio conocimiento
(Skovsmose, 2002).

Metodologia

El presente disefio de clase fue realizado dentro del marco del proyecto ED-2927 IREM-SJ-
UCR: Investigacion y Formacion Continua en Ensefianza de la Matemaética de la UCR, por
dos profesores universitarios de matematica y un estudiante de la carrera de Ensefianza de la
Matematica. EIl proceso del disefio se inspira en las orientaciones de la Japanese Lesson
Study y se llevo a cabo siguiendo cinco etapas.

En la primera etapa se eligieron el contenido, el objetivo y las habilidades a involucrar en el
disefio, ademas se identificaron los conocimientos previos requeridos y los conocimientos
futuros relacionados con el contenido seleccionado. Posteriormente, en la segunda etapa se
realiz6 una basqueda bibliografica sobre diferentes maneras en que se ha abordado la
ensenanza de la Regla de L’Hopital, con el objetivo de identificar ideas que contribuyan al
disefio. La tercera etapa consistié en analizar e identificar las principales dificultades y
errores presentados por los estudiantes de célculo al estudiar la Regla de L’Hoépital, a partir
de la experiencia de los profesores proponentes. En la cuarta etapa los docentes realizaron

propuestas para estudiar el contenido considerando los resultados de las etapas anteriores,
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seleccionando una en la que los estudiantes, utilizando sus conocimientos previos sobre el
calculo de limites y las definiciones de la derivada, pudieran intuir una prueba de la regla de
L’Hopital. En la quinta etapa se realiza el disefio de la leccion, especificando los roles de
cada participante y disefiando la ayuda visual y la guia de preguntas.

Descripcion del Disefio

El disefio esta conformado por cuatro episodios. Ademas considerando los posibles errores y
estructura de la actividad, se disefi6 una tarea previa para que los estudiantes se familiarizaran
con la construccion de la ecuacion de la recta, esto a partir del método punto pendiente, ya
que era el mas conveniente para resolver la guia de preguntas. Los episodios se describen a

continuacion.

Episodio 1: En el primer episodio el docente organiza

Gréfica de f

grupos de trabajo y entrega a los estudiantes la Guia I (ver
anexo 1). Es importante sefialar que, como la intencion de

Graficade g

esta actividad es introducir la regla de L’Hopital, los

estudiantes aun no la conocen, por lo que deben responder A

las preguntas utilizando sus conocimientos previos. En la

guia se presentan las gréficas de las funciones fy g, las

cuales se intersecan en (a, 0). Partiendo de la grafica se  F19ura 1: Grafica Guia I.
propone que los estudiantes determinen el par ordenado donde se intersecan dichas gréaficas,
y a continuacién encuentren la pendiente de la recta tangente a cada curva empleando el
concepto de derivada y el par ordenado de interseccion de ambas curvas. Cuando ya tienen
construidas las ecuaciones de las rectas tangentes, se les muestra una secuencia de imagenes
de las graficas de f y g y sus respectivas rectas tangentes. Cada imagen representa un
acercamiento a estas graficas alrededor del punto de tangencia (a, 0), de manera que los
participantes puedan estudiar el comportamiento de la grafica de la funcién y su respectiva
recta tangente en un vecindario de x = a (Anexo 2). El objetivo es que los estudiantes
identifiquen que alrededor de x = a la gréaficade f y su recta tangente tienden a ser la misma
recta, sucediendo lo mismo con gy su recta tangente en x = a; de manera que si las graficas

tienden a ser las mismas, entonces en el limite se pueden intercambiar los criterios.
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Posteriormente se les solicita que escriban el lim [ ; utilizando la relacién encontrada en el

x-a g(x

paso anterior, del cual deberfan obtener lim L2 = Jjm L0600 _ 3, L@
x->agd(x) x-ag'x)(x-a) x-ag/(x)

A partir de este paso, el alumno podria conjeturar la forma de la regla de L Hépital. Sin

embargo, para enfatizar las condiciones de la misma se les solicita que determinen la forma

indeterminada del lim £&2

x—a g(x)
Durante este episodio el docente debe pasar por los diferentes grupos y monitorear el trabajo
que estan realizando, asi mismo realizar preguntas generadoras que ayuden a los estudiantes
a avanzar.
Episodio 2: Luego de completar la Guia I se realiza una puesta en comun, en la que los grupos
de trabajo comparten sus respuestas y los principales resultados de sus discusiones. Durante
la plenaria el profesor debe promover que los estudiantes evidencien las conexiones entre los

diferentes pasos y recalcar la importancia de las condiciones necesarias para aplicar el

resultado lim £ = Iim Z&,
x—»adx) x-ag'(x)

Episodio 3: En el tercer episodio los estudiantes trabajan con una guia muy similar a la
primera (ver anexo 3), excepto que las funciones f y g se intersecan en el punto (a, k), k #
0. Por lo tanto se espera que los estudiantes identifiquen que la igualdad que encontraron en

el primer episodio (hm gg; lim ; E’?) no se cumple en este caso, ya que el limite no posee
xX—>a x—a

una forma indeterminada.

Episodio 4: Este episodio es similar al episodio 2. Los estudiantes, con el profesor como
mediador, exponen las respuestas obtenidas. EI docente pide a los estudiantes que justifiquen
sus respuestas y aclara las dificultades evidenciadas. El docente debe resaltar las diferencias
entre las guias y procurar que los estudiantes reconozcan las implicaciones de esas
diferencias.

Luego de la puesta en comun, y por tanto de acabada la propuesta, el docente realiza la
institucionalizacion, presentando la regla de L’Hopital formalizada, es decir; con las
respectivas condiciones (hipotesis) y proceso de aplicacion.

Algunos resultados a partir de la implementacion
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La implementacion del disefio se llevé a cabo con un grupo de estudiantes de Ingenieria
Eléctrica durante el primer semestre del afio 2015, quienes como parte de su programa de
estudio deben llevar el curso Célculo | (limites, derivacion e integracion en una variable)
durante el primer afio de estudios. La implementacion fue video-grabada, para poder realizar
el andlisis posterior.

Uno de los principales aspectos identificado en la implementacion fue el conflicto que
algunos estudiantes poseen con respecto a la interpretacion de la derivada. Cometen el error
de relacionar la derivada directamente con la ecuacién de la recta tangente, en lugar de
relacionarla con la pendiente de la recta tangente en un punto como es debido. Esto se
evidencio en la respuesta a la pregunta cinco, donde luego de concluir en el punto cuatro que
las rectas tangentes coincidian con la de las funciones f y g, escribian el

lim 22 = 1im Z2. g palabras de un estudiante:

x->ad(®)  x-agl(x)

Estudiante (...) Que se puede decir del comportamiento de las grdficas fy g y sus
respectivas tangentes alrededor de x=a, llegamos a la conclusion de que
las tangentes llegan a coincidir con la rectas fy g alrededor de x a, porque
a menor intervalo que va agarrando llegan a coincidir en este punto... en
este vecindario las tangentes con las rectas.
De lo anterior podemos concluir que las representaciones gréficas fueron de gran utilidad

para que los estudiantes identificaran lo que sucedia con las graficas alrededor de x = a.

Un estudiante, buscando la manera de utilizar la ecuacién de la recta tangente, despejo la
derivada para poder sustituirla en el limite (g = f’(x)).

Otro problema vinculado con la derivada es que los estudiantes no tenian claro cuél notacion
usar para referirse a la derivada en un punto. Algunos simplemente la representaron con f'(x)
mientras que otros utilizaron f'(x)(a, 0).

Ahora bien a pesar de los obstaculos mencionados, la mayoria de los estudiantes lograron
llegar a la conclusion esperada, utilizando la ecuacion de la recta tangente.

Es importante mencionar que en la puesta en comun de los episodios 3y 4, el profesor tuvo
que participar mas de lo esperado, para ordenar las ideas de los estudiantes y aclarar los

errores cometidos en los primeros episodios.
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Durante la plenaria del episodio 4, los estudiantes fueron capaces de expresar claramente, de
forma verbal y simbolica, el por qué la regla se cumple en el primer caso y en el otro no,
considerando la forma de los pares ordenados de la interseccion.

Estudiante  Profe pero es que asi no se puede. Porque digamos si usted ve la recta
tangente a f...digamos en ese caso si se puede porque usted tiene que
la y sub cero es cero, pero en este caso usted tiene que la 'y sub cero es
k, entonces si usted pasa al otro lado, pasa a sumar y como es una suma
no se puede cancelar.
Al final de la discusién, cuando el docente pregunt6 por la forma del limite, que en el segundo

caso no era indeterminada, un estudiante considerando el limite en el que utilizaban las
derivadas argumento:

Estudiante  Bueno nosotros no sabemos si se determina, porque al ser una
pendiente la pendiente siempre va a ser cero cuando sea una recta
horizontal.

A pesar de que el estudiante estaba confundiendo el limite es importante rescatar que su

comentario esta relacionado con una de las condiciones de la regla de L’Hopital, la cual
indica que la derivada del denominador evaluada en el punto debe ser distinta de cero.
Conclusiones y Recomendaciones

Al notar las confusiones de los estudiantes sobre los conceptos de derivadas, consideramos
necesario asignar una tarea previa enfocada a este tema, que si bien es cierto es un
conocimiento previamente estudiado en el curso, se identificd que los estudiantes no logran
aplicarlo en los diferentes contextos. Otra posible modificacion al disefio seria cambiar el
orden de las preguntas de la guia I, ya que consideramos que averiguar la indeterminacion
que posee el limite como punto dos, podria dar mas sentido a la busqueda de una forma
alternativa. Ademas, es necesario solicitar al estudiante que realice un resumen o0 esquema
en donde conecte lo que se realiz6 en cada paso.

Por su parte, el disefio y la implementacion evidenciaron que la representacion grafica ayudo
a que el estudiante hiciera conexiones entre el criterio implicito de la funcion y el criterio de
las rectas tangentes respectivas, permitiendo un acercamiento intuitivo a la deduccion de
regla de L’Hopital a través de un registro gréfico.

Con respecto a la practica del docente, consideramos necesario para posteriores aplicaciones
que este plantee mas preguntas generadoras, con el fin de promover la participacion del
estudiante en la construccion de su propio conocimiento.
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ANexos
Anexo 1

Guiall
A continuacion se presenta la grafica de las funciones f y g alrededor de x = a.

Figura 1
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Considerando la figura anterior responda las siguientes preguntas.

Grafica de f

Graficadeg

1. Determine las coordenadas del punto de interseccién de f'y g.

2. ;Qué nombre recibe la pendiente de la recta tangente de la grafica de f y g
respectivamente en el punto de intersecciéon?

3. Determine la ecuacidn de las rectas tangentes a f y g en el punto de interseccion.

4. En el anexo I se presenta una secuencia de las graficas de f y g y sus respectivas
rectas tangentes en x = a . En cada imagen se observan estas graficas en un intervalo
cada vez mas pequefio que contiene a x =a (un acercamiento a la Figura 1).
Considerando el anexo I, ;qué se puede decir del comportamiento de las graficas de f
y g y sus respectivas rectas tangentes alrededor de x = a? Discdtalo con sus
compaferos.

5. Utilizando la informacion de las graficas y lo discutido en el punto 4, exprese el limite

lim £ de una forma alternativa que vincule los criterios de las graficas de las funciones

x—a g(x

con los criterios de sus respectivas rectas tangentes.

6. ;Qué tipo de indeterminacion presenta lim [ o
x-a g(x)
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Anexo 2

Imagen 1 Imagen 2

Imagen 3 Imagen 4

~

a

Verde: Gréficade f

Recta tangentea f enx = a
Morado: Gréfica de g
Negro: Recta tangenteagenx = a
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Anexo 3
Guia ll
A continuacion se presenta la grafica de las funciones f y g alrededor de x = a.

f
/ Figura 2

Responda lo que se le solicita.

1. Determine las coordenadas del punto de interseccion de f y g.

2. ¢Qué es la pendiente de la recta tangente de la gréfica de f y g respectivamente en el
punto de interseccién?

3. Determine la ecuacion de las rectas tangentes a f 'y g en el punto de interseccion.

4. Enel anexo Il se presenta una secuencia de las graficasde fy g Y sus respectivas rectas
tangentes en x = a . En cada imagen se observan estas graficas en un intervalo cada vez méas
pequefio que contiene a x = a (un acercamiento a la Figura 2). Considerando el anexo Il,
¢qué se puede decir del comportamiento de las gréaficas de f y g y sus respectivas rectas
tangentes alrededor de x = a? DiscUtalo con sus compafieros.

5. Utilizando la informacion de las graficas y lo discutido en el punto 4, exprese el limite

lim % de una forma alternativa que vincule los criterios de las graficas de las funciones con
x—a

los criterios de sus respectivas rectas tangentes.
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6. La estrategia utilizada en la guia anterior comprobd que hm E ; es igual a calcular
Basandose en el punto anterior, ¢se puede concluir lo mismo, es decir; lim ——= 1®

')
grx) x—>ag(x)
', 0 LG
lim —=? ¢ Por qué? ; Qué tipo de indeterminacion presenta lim
x—a g'(x) x-a 9(x)
Anexo 4
Anexo |1

Imagen 1 Imagen 2

Xy

Imagen 3 Imagen 4
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Verde: Graficade f

Rectatangentea f enx = a
Morado: Grafica de g
Negro: Recta tangenteagenx = a
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