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Resumen

Realizar conexiones es una competencia importante para aprender matematicas. Para que
los alumnos tengan posibilidades de desarrollarla es preciso que los profesores hagan lo
propio. En esta comunicacion presentamos una secuencia de problemas que, con una
gestién del aula adecuada, permite a los profesores promover la realizacion de conexiones
entre procedimientos y representaciones que ayudan a los alumnos a construir las
habilidades necesarias para usar de manera efectiva el 4lgebra para resolverlos. Las
evidencias empiricas de la investigacion, realizada con alumnos de secundaria (13 afos),
en la que se enmarca dicha comunicacién, permiten concluir que la gran mayoria de los
alumnos fueron capaces de resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incAgnitas sin haber sido instruidos para ello, estableciendo conexiones con problemas

previos similares, presentados y resueltos a través del uso de métodos prealgebraicos.

Introduccion
Es muy importante que los profesores establezcan conexiones y que lo hagan correctamente,
pero todavia es mas importante que en sus implementaciones brinden a los alumnos
oportunidades para conectar lo que estan aprendiendo con lo que ya saben, de manera que se
facilite el proceso de construccidn y reconstruccion para que se pueda producir aprendizaje.
Cuando el ambiente del aula es de resolucién de problemas y centramos el protagonismo en
los alumnos, la habilidad del profesor para conectar y hacer que los alumnos realicen
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conexiones es primordial, si nuestro objetivo es que la resolucion de problemas sirva para
aprender a pensar matematicamente y también para aprender conceptos y procedimientos
matematicos.

A continuacion, presentaremos una secuencia de problemas fruto de una tesis doctoral que,
con una gestion adecuada, permite a los profesores realizar conexiones entre procedimientos
y representaciones que ayudan a los alumnos a construir las habilidades necesarias para usar
el algebra para resolver problemas. También mostraremos evidencias de como los alumnos

son capaces de establecer estas conexiones y utilizarlas para resolver estos problemas.

Presentamos parte de una investigacion realizada en el marco de una tesis doctoral llevada a
cabo por el primero de los autores y tutorizada por el segundo. Hemos escogido para esta
comunicacion los datos obtenidos de las implementaciones de uno de los tres profesores

analizados en la tesis y las producciones de su grupo-clase.

Disefio de una secuencia y descripcion de las tareas

Presentaremos tres tareas de la secuencia. Las tres tienen por objetivo que los alumnos
utilicen los métodos aritméticos que ya conocen para interpretar una condicion dada y deducir
nueva informacion a partir de esta con la intencion de que acaben usando estos conocimientos
previos para dotar de significado al lenguaje algebraico y para aprender métodos de
resolucion aritméticos que puedan transferirse a métodos de resolucion algebraicos. De la
primera de las tareas solo describiremos lo que hace el profesor, para poner en contexto al
lector, mientras que de la segunda y tercera tarea analizaremos tanto las acciones del profesor

como las producciones de algunos alumnos.

Durante la implementacion de la primera tarea, el

@@ = profesor presenta a los alumnos la informacién
@ @ y B9 que se muestra en la ilustracion 1. En esta tarea el

17.60 €

(=

profesor hace preguntas a los alumnos: ¢puedo

llustracion 1: Tarea 1, ;qué se puede decirdel  saber el precio de uno de estos productos?, ;de
precio de una pizza y una bebida?

qué otras maneras podria representar la

178
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



informacidn que tengo aqui escrita?, ¢podria hacerlo mediante un grafico?, ;podria calcular

el precio de una bebida en funcion del precio de una pizza?

A través de estas preguntas el profesor consigue que los alumnos conecten diversas

representaciones de la informacion (llustracion 2): iconica, algebraica, tabla de valores

y grafica. Ademas, consigue que se
planteen condiciones equivalentes a

las proporcionadas iconicamente. Por

ejemplo: 8 pizzas y 12 bebidas cuestan

2,60

2,27

el 35.20€. 15

1,93

1,60

1,27

0,93

0,60

La segunda tarea que el profesor decide

implementar (llustracion 3) consiste en

0,27

Pirink =

6

17.6 =45 P ity

lustracion 2: Algunas representaciones de la
informacidn en situaciones funcionales

presentar dos informaciones de forma iconica. En esta tarea el profesor pregunta si con la

informacion proporcionada se podria calcular el precio de una pizza y el de una bebida. Este

problema asi planteado se podria resolver utilizando los clasicos métodos de resolucién de

sistemas de ecuaciones, pero hay que tener en cuenta que a los alumnos todavia no se les han

ensefiado formalmente. En cambio, los alumnos si han trabajado anteriormente en el aula

usando el lenguaje algebraico de otras maneras, por ejemplo para generalizar. Lo que

pretende el profesor es que para resolver estos problemas los alumnos utilicen razonamientos

aritméticos o propios del Early Algebra en el sentido de Kieran (2004) y Kaput (2008),

17.60 € 12€ =

- EEE

llustracion 3: Tarea 2, ¢cudl es el precio de una pizza?
.Y de una bebida?
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Después de proponer algunos problemas similares, siempre expresados en forma iconica, se

pide a los alumnos que respondan una serie de preguntas de forma individual y por escrito.

En esta tercera tarea (Ilustracion 4), que consta de tres problemas, los alumnos se

encuentran por primera vez con un sistema de ecuaciones planteado de forma algebraica.

. e @0

Consideramos que, dado que estos H £ _i, "(
_ ” 4 ,’ 55€ g 62€

alumnos no han recibido 3 ,”

ensefianza explicita en la

l RmmEk .. (3x+y =055
resolucion de sistemas de o 1 9% + 2y = 62
ecuaciones, para ellos estas tareas ) - _

3) ;‘w 'ijsuf:tr):‘(;%.;wwd Za + b - 18
son auténticos problemas en el weionrs - \4q + b = 29

sentido de Schoenfeld (1985) y
Vila (2004). El segundo problema

es equivalente al primero y solo difiere en su representacion.

llustracién 4: Tarea 3

A continuacién, analizaremos las producciones de algunos alumnos cuando resuelven la
segunda y la tercera tarea. Cabe fijarse no solo en como los alumnos aprenden sino también
en como las actuaciones del profesor y las preguntas que hemos explicado que realiza

facilitan que estos establezcan las conexiones necesarias para solucionar los problemas.

Los alumnos resuelven problemas icénicos (tarea 2)

8.3 Nos centraremos  primero en  tres

12-8,8=3.1

12 €

producciones paradigmaticas de alumnos que

resolvieron la segunda tarea. La primera

alumna (llustraciéon 5) empieza completando

1,60€

lustracidon 5: Produccion de la alumna 1 la representacion iconica de una de las

condiciones para convertirla en la otra
condicidn, es decir, utiliza que sabe que cuatro pizzas y seis bebidas cuestan 17.6€. A
continuacion, utiliza lo que aprendio6 en la tarea 1: dividiendo entre dos las cantidades de
pizzas y bebidas, deduce que dos pizzas y tres bebidas cuestan 8.8€. Como tres pizzas y tres
bebidas cuestan 12€, restando deduce que una pizza cuesta 3.2€, de donde resulta facil

calcular el precio de una bebida.
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El segundo alumno, en cambio,

\ \ A.60%2=80c= prun 0h'uno. bropda:
decide dividir entre tres la primera (% (%% %@ § | & -0me rwerre s
ici6 ARV A) \
condicion, de donde deduce que i v &

\
una bebida y una pizza cuestan 4€. - | )
Haciendo packs de bebida y pizza lustracion 6: Produccion del alumno 2

en la otra condicién, llega a la

conclusion de que dos bebidas cuestan 1.60€ y que por lo tanto una costara 0.8€. De nuevo

de aqui resulta facil obtener el precio de una porcion de pizza.

1gwpo: 1pinta +1hebida = 4€ La tercera alumna hace unos calculos muy
- 4pinzas+ 6 bebidas=13,60€ - ;
4 grupos: i pizzas+ b bebidas=16€ parecidos al segundo, pero escribe sus
L, +2 bebidas razonamientos utilizando un lenguaje a
L g - - - -
13,606 1€ E =160 —Precio de L bebidas medio camino entre el lenguaje algebraico

y el lenguaje natural, que conocemos
=0,80€ - 1bebida. como algebra sincopada.
lHustracion 7: Produccion de la alumna 3
Se puede ver como en todos los casos los alumnos estan conectando esta tarea con la primera
cuando buscan condiciones equivalentes para resolver el problema. Recordemos que después
de esta tarea, el profesor propuso otros problemas similares, que forman parte de la secuencia
y, al resolverlos, los alumnos siguieron utilizando estas estrategias. El profesor aprovecho las
diferentes resoluciones para discutirlas con todo el grupo, permitiendo asi que los alumnos
tuvieran oportunidad de ver como sus compafieros resolvian el mismo problema de diferentes
maneras y ayudandoles a consolidar las diferentes maneras de resolver estos problemas, tal

y como veremos en el siguiente analisis.

Los alumnos establecen conexiones (tarea 3)

La tercera tarea se les propuso a los alumnos inmediatamente después de las sesiones que ya
hemos explicado y debian resolverla por escrito y de manera individual. Las producciones
gue mostramos son las que se produjeron antes de la discusidn con el grupo de las estrategias

utilizadas. Era la primera vez que los alumnos veian escrito un sistema de ecuaciones en
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forma algebraica aunque si que tenian cierta experiencia utilizando el lenguaje algebraico

para escribir generalizaciones.

El primer problema estaba planteado utilizando lenguaje iconico y la mayoria de los alumnos
supieron resolverlo utilizando las estrategias que habian aprendido en las tareas anteriores.
Como los iconos de esta tarea eran dificiles de dibujar, algunos alumnos recurrieron a
simbolos de forma esponténea para escribir sus argumentaciones. Por ejemplo, sustituian un

soldado por un circulo o un cuadrado o les asignaban alguna letra a los precios.

Analizamos ahora distintas producciones de alumnos resolviendo el segundo problema de
esta tarea. Algunos enseguida se dieron cuenta de que no hacia falta que lo volviesen a
resolver ya que las soluciones serian las mismas porque los problemas eran equivalentes

(lustracién 8).

Sin  embargo, muchos alumnos lo Es aquest el cas perque 12€ era el preu
x=12 d'un soldat de I'lmperi i 19€ era el preu

volvieron a resolver utilizando el lenguaje d'una chubaca. He posat aquests dos

y=1 9 valors perque les quantitats donades en el
algebraico. El hecho de que volviesen a problema 2 36n les matebxss quantitats
donades en el problema 1. Aixo vol dir que
resolver el problema no significa que no S TRRATAED TS o .

hubieran identificado su equivalencia con B B ]
llustracion 8: Produccion de un alumno resolviendo
el problema anterior: algunos pensaban que el problema 2 de la tarea 1

lo estaban haciendo mal si no lo volvian a resolver (decian que les parecia demasiado facil).

En la lustracién 9 vemos dos resoluciones: en la de izquierda, una alumna utiliza el algebra
sincopada para resolver el problema mientras que la otra llega a resolverlo mediante un
lenguaje algebraico formal. Resultd que la mayoria de los alumnos fueron capaces de
transferir las estrategias de resolucion icdnicas a estrategias algebraicas sin la necesidad de

una ensefanza formal en técnicas de resolucidn de sistemas de ecuaciones.
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lustracion 9: Produccion de una alumna resolviendo el problema 2 de la tarea 3

Conclusiones
A partir del analisis cualitativo de las producciones de los alumnos y de las actuaciones de
los profesores, podemos concluir que:

1. De acuerdo con Espinoza, Barbé y Galvez (2009), los alumnos son capaces de
resolver problemas algebraicos que estan representados iconicamente utilizando
unicamente los conocimientos propios del “Early Algebra”.

2. Gracias a una determinada secuencia de ensefianza, la mayoria de los alumnos son
capaces de resolver sistemas de ecuaciones representados algebraicamente sin
ensefianza formal, transfiriendo las estrategias aprendidas del lenguaje iconico (de la
Fuente, 2016).

3. Los alumnos resuelven sistemas de ecuaciones (representados algebraica o
iconicamente), utilizando en su mayoria una version del método de reduccion,
combinado con la sustitucion (de la Fuente, Deulofeu y Rowland 2016). Esto es
porque tienen practica en encontrar ecuaciones equivalentes a través de

manipulaciones icénicas o algebraicas.
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4. Cuando los alumnos aprenden a resolver sistemas de ecuaciones a través de una
secuencia como esta, no se olvidan de encontrar el valor de la segunda variable, ya
que de esta manera las dos variables tienen significado y el proceso que siguen para
encontrar sus valores también (de la Fuente, Deulofeu y Rowland 2016).

5. Los alumnos son capaces de construir sus propios métodos de resolucion de sistemas
de ecuaciones porque los profesores han conseguido crear un ambiente de resolucién
de problemas en el aula, donde lo importante no es la solucion de los problemas sino
la discusion de diferentes estrategias para llegar a la solucion y porque los profesores
proponen tareas que dan importancia a las conexiones entre las diferentes
representaciones de las expresiones y de los conceptos en general, dando siempre
significado a todo lo que hacen los alumnos.

6. Nuestra investigacion estaba centrada también en analizar el conocimiento de los
profesores en su practica docente, usando para el marco tedrico conocido como
Knowledge Quartet (Rowland, 2014). En la investigacion concluimos que era
necesario afiadir un nuevo codigo a los items que se estudiaban sobre el conocimiento
del profesor, que etiquetamos como “Conexiones entre representaciones”. Ya hemos
visto como las conexiones entre representaciones que realizan los profesores ayudan
a los alumnos a que se produzca una transferencia de conocimiento entre los lenguajes

iconico y algebraico.
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