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Resumo

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI) faz parte do curriculo de varios
cursos das Ciéncias Exatas e tem um papel importante nas primeiras fases da estrutura
curricular desses, pois fornece ferramentas fundamentais para a interpretacao e resolucéo
de problemas. Por outro lado, sabemos que 0s processos de ensino e aprendizagem dessa
disciplina ndo sdo uma tarefa facil, constituindo-se um grande desafio para a maioria dos
docentes e alunos envolvidos, em especial na compreensdo do conceito de limite. Com o
intuito de envolver o aluno nesse processo foi elaborada uma atividade baseada na
metodologia de Resolugdo de Problemas que foi aplicada em uma turma de CDI, na
Universidade do Estado de Santa Catarina. O objetivo da atividade era que os alunos
compreendessem as ideias que envolvem o limite tendendo ao infinito. Aqui, apresentamos
uma andlise qualitativa das resolucdes da atividade, pela qual identificamos as
dificuldades apresentadas pelos alunos relacionadas tanto a matematica béasica, quanto
aquelas de abstracéo e generalizagBes dos resultados - etapas importantes na formalizacéo
do conceito de limite.

Introducéo

A compreensdo de ideias abstratas do conceito de limite ndo é uma simples
habilidade, porém, € importante que os alunos desenvolvam um entendimento sobre esse
conceito. Swinyard e Larsen (2012) dizem que a medida que os alunos avangam para uma
matematica mais formal e rigorosa, a definicdo formal de limite é fundamental, pois,
conceitos de continuidade, derivadas e integrais sdo alguns dos topicos, para 0s quais essa
definicéo é indispensavel.
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No contetido de limite a abordagem do infinito se faz presente, Juter e Grevholm
(2007) dizem que os conceitos envolvendo infinito sdo complexos, porém, necessarios para
o0s estudos de matematica. Essas mesmas autoras afirmam que esses conceitos devem ser
introduzidos e tratados com mais cuidado por professores, além disso, 0s “professores nas
universidades devem estar cientes de como 0s alunos criam suas concepgdes iniciais sobre
limites e sobre o infinito, tentando oferecer oportunidades para os alunos desenvolvé-las
(...)” (Juter & Grevholm, 2007, p.347). Corroborando com essas ideias, optamos pela
metodologia de Resolucdo de Problemas (RP), visando com que o aluno seja mais
comprometido com a sua aprendizagem, pois ele devera assumir um papel mais ativo e o
professor passara a ser um mediador do conhecimento. De acordo com Onuchic e Ribeiro
(2011) trabalhar com a metodologia de RP é:

Uma forma de desafiar os alunos diante de uma situacdo-problema, uma forma de
leva-los a pensar matematicamente e de serem capazes de chegar a resolu¢do com
recursos préprios, sob a direcdo do professor. Essa metodologia permite
modificar o ambiente da sala de aula, onde o professor deixa de ser o
“transmissor do conhecimento” ¢ transforma o aluno em co-construtor do novo
conhecimento. (Onuchic, & Ribeiro, 2011, p.2).

Portanto, temos 0 pressuposto que 0s processos de ensino e aprendizagem do
Célculo Diferencial e Integral (CDI) podem ser enriquecidos utilizando a metodologia de
RP. Assim, nesse artigo vamos relatar a proposi¢cdo de uma atividade que visava explorar as
ideias envolvidas no conceito de limite no infinito baseada nessa metodologia. Essa
atividade foi experimentada numa turma de CDI, com alunos de Engenharia e Licenciatura,
do Centro de Ciéncias Tecnoldgicas da Universidade do Estado de Santa Catarina
(UDESC-Joinville).

Limite no Infinito e a Resolugdo de Problemas

O limite no infinito faz parte do contedo programatico do ensino de Célculo na
maioria dos cursos de Graduacdo da Ciéncias Exatas. Deste modo, trazemos aqui, como é
apresentada a definicdo desse conceito presente no livro Calculo (Stewart, 2013), que é
adotado em nossa instituicdo como uma referéncia bibliogréfica.

Esse autor apresenta duas defini¢fes para o limite no infinito a primeira numa

linguagem mais intuitiva, utilizando-se das ideias do infinitamente grande e dos
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infinitésimos “Seja f uma funcédo definida em algum intervalo (a, ). Entdo lim f(x) =L
X—00

significa que os valores de f(x) ficam arbitrariamente proximos de L tomando x
suficientemente grande.” (Stewart, 2013, p.120) e, a segunda, na linguagem formal, pelo
viés dos intervalos “Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (a, ). Entéo

lim f(x) = L significa que para todo € > 0 existe um correspondente nimero N tal que se
X—00

x > Nentdo |f(x) — L| < e.” (Stewart, 2013, p.126).

A abstracao envolvida na compreensao dessa definicdo ndo é, com certeza, tarefa facil para
os alunos, assim, o foco é mais no processo de manipulacdo algébrica do que na
compreensdo dessa definicdo. Entdo, ndo é raro que os alunos efetuem tais manipulagdes
sem estabelecerem as conexdes com outras representacoes e aplicacdes.

Logo, pensamos em introduzir essa definicdo baseada na metodologia de Resolucéo de
Problemas (RP) em sala (Onuchic, 2013), visando estabelecer a compreensdo das variaveis
presentes nessa defini¢cdo, bem como a transi¢do entre os diferentes registros de
representacédo (Duval, 2003).

Onuchic (2013) propde nove etapas para o uso da RP no ensino: preparacdo do problema, leitura
individual, leitura em conjunto, resolucéo do problema, observacéo e incentivo, registro das resolucdes na lousa,
plenéria, busca do consenso e formalizacdo do conteldo. Enfatizamos que por meio dessas etapas busca-se
ensinar através®da metodologia de RP, por isso os problemas sdo propostos aos alunos antes de lhes ter sido
apresentado formalmente o contetdo que é pretendido pelo professor, pois dessa forma, o ensino aprendizagem
de um topico comeca com 0 problema, que expressa aspectos-chave desse topico e técnicas matematicas a

serem desenvolvidas na busca de respostas ao problema dado (Costa & Allevato, 2011).

Tomando como base as ideias até agora apresentadas, na proxima se¢do iremos descrever a

atividade realizada, como foi o desenvolvimento em sala e a anélise qualitativa dos dados.

A Situacdo Problema: Apresentacdo, aplicacdo e analise

A situacdo didatica proposta abordou o contetdo de limite no infinito, no seguinte
problema, adaptado de Gomes (2016) e Vieira, A. Clemente, Passini e L. T. Clemente
(2014): Em uma industria, um funcionario recém-contratado produz menos que um

operario experiente. A funcao que descreve o nimero de pecas produzidas diariamente por

% Ha trés formas de conceber a metodologia de RP: ensinar para resolver problemas,
ensinar sobre resolucéo de problemas e ensinar atraves da RP (Schroeder & Lester, 1989).
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um trabalhador da metalGrgica é p(t) = 180 — 110 - (27%°%), em que t é o tempo de
experiéncia no servigo, em semanas. Esse problema aborda uma analise gréafica e algébrica
da funcao dada com o intuito de explorar a producdo minima e a reta assintota ao grafico de
p(t), bem como, determinar uma rela¢do entre 0 minimo de tempo de servico para chegar
numa producdo minima de pecas para um nivel satisfatorio de rentabilidade, para que no

final o aluno pudesse conjecturar a definicdo de limite no infinito®.

A aplicagdo da atividade aconteceu no primeiro semestre letivo de 2016 em uma turma de CDI, com
40 alunos!!, da UDESC — Joinville, no horario regular de aula. Este experimento foi realizado apds ter sido
aplicada uma sequéncia didatica para trabalhar a definicdo de limite de funcdo num ponto, cuja abordagem

metodolégica adotada também foi a RP.

O problema descrito acima, envolvia os conhecimentos de equacdo exponencial e
logaritmica e construgdo de graficos — ja vistos no Ensino Béasico e também na prépria
disciplina de CDI.

A andlise das atividades foi realizada sobre 0s registros escritos de quinze grupos
(duplas/trios/quartetos), contemplando trinta e seis alunos que estavam presentes em sala de
aula. A analise sera qualitativa (Bogdan e Biklen, 1994), nos interessando mais 0s
processos do que simplesmente os resultados, desse modo, analisando os dados de forma
descritiva.

No desenvolvimento da atividade foi utilizado o roteiro de Onuchic (2013). Assim,
inicialmente foi feita a leitura do problema, depois, enquanto 0s grupos resolviam o
problema, a professora circulava na sala observando e mediando as discussdes. A etapa que
previa o registro das resoluc6es na lousa ndo foi cumprida da forma como previa o roteiro,
pois os alunos estavam timidos e ndo queriam ir até a lousa mostrar suas resolucdes.
Entretanto, eles explicavam o método que tinham utilizado para resolver cada item e a
professora fazia o registro na lousa para socializar com a turma. Apds as resolucdes terem
sido discutidas em conjunto, a professora formalizou o conteudo.

Na sequéncia, exibimos as descri¢des apresentadas pelos alunos na situagédo

problema.

10A apresentacdo, na integra, desse problema pode ser encontrado no anexo.
11 A maioria destes alunos ja havia cursado a disciplina a0 menos uma vez.
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Na letra a o intuito era que os alunos encontrassem, através de substituicdo de t por
zero na funcdo dada, o nimero de pecas, igual a 70, produzidas numa industria. Trés grupos
ndo chegaram a esta concluséo, e os motivos de erro foram a interpretagéo do problema, na
qual ficou evidente a confusdo entre dominio e imagem; o tempo inicial e erros de
matematica basica.

A letra b, consistia em esbocar o grafico da funcéo. Dez equipes, obtiveram éxito.
Trés grupos, atribuiram poucos valores para o tempo, entdo, ndo conseguiram identificar a
assintota horizontal. E dois grupos desenharam outros tipos de curvas. A Figura 1 ilustra

cada um desses casos.

; ,:/

Figura 1 —Representaces de gréaficos da questdo b que surgiram, feito por trés das equipes.
Fonte: Producédo dos grupos.

Na letra c as equipes deveriam determinar a assintota do grafico e explicar o que ela
representava. Todas as equipes que desenharam o grafico corretamente na letra b, deram
uma explicacédo plausivel do que significava a assintota, conforme os extratos: “Assintota
em 180 pecas, pois € o limite de pecas produzidas no dia”, “Representa a quantidade de
pecas limite que o funcionario pode produzir independente do tempo de experiéncia”. Uma
equipe confundiu a assintota com o minimo da funcdo; trés equipes nao finalizaram a tarefa
e uma nao respondeu.

Na questdo d, os alunos precisariam encontrar o valor de M substituindo o valor de

160 na equacdo p(t). Nessa questdo surgiram muitas davidas, quando os estudantes
~ ~ 20 —05. ~ . .
chegavam a resolucdo da equacéo o= 2705 eles ndo sabiam como determinar a

variavel t. Um aluno comecou a simular valores para t na calculadora chegando, por
heuristica a “4,64”, questionando a professora se sua resposta estava certa, ai ele foi
instigado a pensar como ele poderia validar aquele processo heuristico. Esse item gerou
muitas davidas para as equipes, que observaram que era necessario utilizar logaritmos, mas
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ndo lembravam as propriedades. Assim, foi necesséria a intervencédo da professora, que
utilizou o quadro, para revisar algumas das propriedades de logaritmos. Apds ser feita a
andlise das respostas, onze equipes chegaram ao resultado correto, que era
aproximadamente igual a 5. Duas equipes ndo chegaram a resposta correta e duas deixaram
em branco.

A tarefa da letra e consistia em representar no grafico as variaveis M, N, € e L, com
0 objetivo que os alunos interpretassem geometricamente a defini¢cdo do limite no infinito.
Porém, apenas quatro equipes conseguiram interpretar e colocar no gréafico corretamente

todas as variaveis, como ilustrado na Figura 2.
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Figura 2. Interpretacéo das variveis feita’por um grupo da quest&o e.
Fonte: Produg&o de um grupo.

Na ultima questdo, gostariamos que os alunos, baseados na interpretacdo das questdes
anteriores, conseguissem entender o significado de cada variavel no limite pela definicao
guando t tendia ao infinito. No entanto, como ja mencionamos, na questdo d, apenas quatro
equipes conseguiram colocar as variaveis no grafico, e dessas, trés conseguiram descrever
algebricamente sua solucdo. Nove equipes cometeram erros na interpretacdo algébrica, e,
acreditamos que como eles ndo conseguiram analisar graficamente, isso dificultou a sua

resolucéo.
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Durante a formalizacéo do conteddo, foram usados recursos do software GeoGebra

para mostrar a funcéo e as varidveis para os alunos no gréfico, como ilustra a Figura 3:

Figura 3. Tela do GeoGebra da representagdo geométrica da atividade.
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Fonte: Producéo das autoras.

Considerac0es Finais

Com essa experimentacdo, constatamos que a maior parte das equipes conseguiram
interpretar corretamente o problema, encontrando a produ¢do minima, a produgdo maxima
e a quantidade minima de semanas de trabalho para um operario contribuir para o lucro da
empresa. Porém, nas questdes para interpretarem geometricamente e algebricamente o
significado das variaveis M, N, € e L, ocorreram erros, pois o reconhecimento dessas
variaveis envolvia a generalizacdo do conceito. Na questdo f apareceu algumas vezes a
variavel §, mesmo ndo sendo citada em nenhum momento da atividade. Acreditamos que
os alunos provavelmente devem ter relacionado com a definicdo formal do limite de funcéo
tendendo a um ponto, que ja tinha sido trabalhada anteriormente em sala, e que geralmente,
tanto nos livros didaticos, quanto na pratica do professor sdo simbolos e definicdo muito
utilizados. Outra dificuldade apresentada foi em relacdo ao conhecimento de matematica
basica necessaria para o desenvolvimento da resolucdo do problema, fazendo que o tempo
de resolucéo fosse maior do que o esperado.

Trabalhar com RP foi um desafio, tanto para a professora quanto para os alunos,
haja vista que essa metodologia envolve muitas etapas diferenciadas da metodologia
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comumente utilizada nas aulas de Calculo, a tradicional. Kilpatrick (2014, p.7), em uma
entrevista, comentou que com relagdo a RP, “os alunos precisam de muitas, muitas
oportunidades, tanto para ver as perguntas e sugestdes heuristicas utilizadas na resolucao de
problemas desafiantes, como para praticar usando, eles proprios, essas perguntas e
sugestdes”. L0ogo, € importante proporcionar mais oportunidades para os alunos praticarem
a RP e se adaptarem a essa forma de trabalho.

Como professoras, consideramos que esta atividade foi enriquecedora, pois foi
possivel observar tanto as concepgoes prévias dos alunos como as dificuldades e estratégias
de solucgdes. Além disso, os resultados oriundos dessa experimentacdo serviram para a

evolucdo dessa situacdo problema, a qual ja& foi adaptada e aplicada em outras turmas.
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Anexo — Atividade realizada em sala sobre limite no infinito

Adaptado de Matematica basica: operacdes, equacdes, fungdes e sequéncias (Gomes, 2016, p. 411) e 0 ensino
da teoria dos limites nas engenharias como uma estrutura de controle de erros (Vieira et al, 2014, p.5).

1. Em uma induastria, um funcionario recém-contratado produz menos que um operario
experiente. A funcdo que descreve o nimero de pecas produzidas diariamente por um
trabalhador da metalGrgica é p(t) = 180 — 110-(27%%), em que t é o tempo de
experiéncia no servico, em semanas.

a. Determine quantas pecas um operario recém-contratado produz diariamente.
b. Desenhe o gréfico de p(t).

c. Determine a assintota horizontal no grafico e explique o que ela representa.
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d. Matematicos avisaram de que somente com um volume de producédo das pegas superior a
N a rentabilidade do processo seria satisfatoria. Assim, se o minimo satisfatorio
economicamente para o desenvolvimento lucrativo da producéo for a producao de 160 pecas
determine a quantidade minima de tempo, M, de experiéncia de servi¢o do funcionario para
atingir essa producdo minima.

e. Quando o funciondrio tem experiéncia maior do que “M”, entdo a produgdo ficard sob
controle de uma garantia de uma produ¢do minima de pegas que sera superior ao valor “N”
fornecido como o minimo de producéo aceitavel. Dito em outras palavras: a distancia entre
o maximo de produgdo “L”, que pode produzir o funciondrio e o minimo “N” aceitdvel pelos
matemdticos ¢ “€” (L - N = g). Portanto, mesmo se 0s matematicos variassem o valor de N
ou ¢ (sendo relativo a producéo, €€ sempre positivo), sempre seria possivel determinar um
novo valor M de tal forma a controlar a producéo pelo tempo de experiéncia.

Como citado acima, as variaveis M,N &€ e L podem controlar a producdo de pecas.
Represente no grafico que vocé desenhou no item b. essas variaveis.

f. Com relagéo a definigdo formal de limite, como ficaria a sentenga abaixo? Substitua os
espacos em branco pelas informacdes encontradas nas questfes anteriores, utilizando,
conforme necessario,M, N, € ou L.

tli_)rgp(t) =LeV__>03__>0talquet>__-|pt)— _|<
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