Un nuevo enfoque de la nocién de limite

Omar R. Faure, Roberto A. Macias

1. Introduccién

Los profesores de calculo tienen en la ensananza de la nocién de limite una
de las pruebas mds rigurosas de su capacidad docente. La experiencia muestra
que no sélo es dificil lograr una primera comprensién de la definicién sino que
llegar a una relativa confianza en su empleo lleva todo el curso y conseguir una
comprensién cabal de esta idea lleva varios anos a los aprendices de cdlculo.

La definicién cldsica del limite de una funcién, como puede ser encontrada en

un libro matemaéticamente correcto y no pretencioso como puede ser el Calculus

de S. Salas y E. Hille [3], dice:

Limite de una funcién: Sea f una funcién definida al menos en algin

conjunto de la forma (¢ — p,c) U (¢, c + p) entonces

lim f(z) = ¢

T—C

si para cada e > 0 existe un § > 0 tal quesi0 < |[z—c| < d entonces |f(z)—£| <.

Indiscutiblemente esto es un verdadero galimatias para una persona que recibe
esta informacién por primera vez.

El propésito de este trabajo es poner a disposicién de los profesores un
método eficiente para la transmisién del concepto de limite. Esta idea no es un
resultado original sino que es debida a R. Redheffer [2] y aparecié publicada en
el Mathematics Magazine en 1989.

Los presentes autores experimentaron esta modalidad durante los.anos 2003

y 2004. En estos ensayos se evidencié que los alumnos fueron capaces de realizar
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calculos rdpidamente y se sintieron cémodos con el concepto en pocas semanas.
En contraposicion, el resultado usual de impartir la definicién clésica es que atin
los alumnos destacados, que consiguen dominar el concepto, presenten grandes
dificultades para ordenar sus ideas como para expresar en forma escrita sus
conclusiones.

Con la utilizacién de esta nueva manera de presentar limite la demostracién
de resultados abstractos se simplifica muchisimo. En cuanto al cilculo directo
de limites, se logra mayor simplificacién cuando se procuran resultados nega-
tivos, cuando el limite existe, aunque las cuentas son parecidas a las del esquema

clasico, el nuevo enfoque produce un ordenamiento de las ideas muy clarificador.

2. Limite
Definicién 1. Diremos que una condicién C se cumple para “cr cerca de b” si
eziste un & > 0 tal que C se cumple para los z tales que

0<|z—b|<é.

Observemos que decir que la condicién C se cumple cerca de b, es equivalente
a decir que podemos encontrar un § positivo de manera que C se verifica para

todos los z distintos de b que estdn a una distancia de b menor que 0.

— AR AR N RN R
0 bh—6 b b+ ¢
FIGURA 1
Definicién 2. Diremos gue lim;_; f(z) = ¢ si para cualquier € > 0, la
condicion:
|f(z) - € <,

se cumple para z cerca de b.
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Notemos que para la existencia de lim;_,; f(z) no hace falta que f esté
definida en b y, atin cuando f esté definida en ese punto, el valor de f(b) no

tiene relevancia para el cilculo del limite.

Ejemplo 3. Sea f(z) =z +3 y b= 7. Demostrar que

lim f(z) = 10.

z—7

Consideremos un € > 0 dado, se tiene la siguiente cadena de equivalencias

If(z) =10/ <e <= |z2+3-10/<e

= |z-T7<e

Entonces, si tomamos

d=¢,

para todo T que verifigue 0 < [z — 7| < § se cumple que
[f(z) — 10| <e.

Es decir la condicién |f(z) — 10| < € se cumple cerca de 7.

Esta situacién puede ilustrarse graficamente considerando dos rectas numéricas
paralelas. En una representamos la variable independiente z y en la otra la
funcién f(z).

0 T—06 T T+0 ¢

ra— . + " M + "
* t + . ' t T v\

N Jlr)
+ - - + + + + —y + ~+ / ==
() 10 ¢ 10 10+

FIGURA 2
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Ejemplo 4. Sea f(z) =2 — 4z y b= 3. Veamos que

lim f(z) = -10.

z—3

Consideremos € > 0 dado, se tiene

If(z) - (-10)| <e < [2-42+10/<e
= |-4r+12|<e
= |-4(z-3)|<e

= |z-3|<e/4
Entonces si tomamos § = €/4 la condicion |f(z) — (—10)| < € se cumple
cerca de 3.
Ejemplo 5. Sea f la funcion definida por

1
z+3

flz) =

y sea b="T. Veamos que lim;_,7 f(z) = 1/10.

Sea € > 0 dado, entonces se tiene

1 1 ’10—(x+3)’ |7 — 2|

1
z+3 10/ T |0@+3) Iz + 3|

f(l')—ﬁ = < 10e.

(1)

Para z > 5 se tiene

< ! <1=> ! <1<1
z+3 8 |z+3 8

Tomemos § = 10¢, entonces paraz > 5 y 0 < |z — 7| < § tenemos
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|z — 7| )
= < § = 10¢,
iz+3| |z +3] e,

entonces, como suponer que T estd a una distancia menor que 2 de 7 asegura

que = > 5, tomando 6 = min {10¢,2} y usando (1) estamos seguros de que

1

lf(xf"Ia <€,

para T cerca de 7.

Ejemplo 6. Consideremos la funcidn signo(z) = z/|z|, definida para todo
z # 0. Mostremos que no eziste ningun £ tal que limz_0 signo(z) = £. Efecti-

vamente, si suponemos que un tal £ eziste se sigue que dado € positivo, para T

cerca de 0 debe ser

Para z > 0, cerca de 0, se tiene |1 — €| < € y para z < 0,cerca de 0, |-1—-¢| <e.

Por lo tanto
2=|(-1) =1 =|(-1)—€+£€-1 < |-1-{+][-1] <2
Basta con tomar cualquier € < 1 para obtener un absurdo.

Ejemplo 7. Sea f la funcién definida por

Z 51z <0,

flz)=

l1—-z siz>0.
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y = flr)

FIGURA 3
Supongamos que lim;_,o f(z) = €. Es decir, dado cualquier € positivo, la
condicion
|f(z) — £| < € se verifica cerca de 0.

Tomemos z < 0 cerca de 0 y también 0 < y < 41 cerca de 0. Entonces
If(@)—tl=|z—ti<e y |fly)-f=1-y-{<e

Por lo tanto con esa eleccién de = e y tenemos

§=1—§<1—y—z5|<1—y)—x|5|<1—y)—en+|e—m|<2e.

Esto contradice que sea posible elegir cualquier valor de € positivo.

Para entender el significado de la definicién de limite es importante analizar
sus consecuencias. A continuacién vemos como la nocién de cercania nos per-
mite presentar en forma clara algunas de las propiedades mas ttiles del limite.

Necesitamos primeramente introducir el concepto de acotacién.

Definicién 8. Diremos que f(z) es acotada en un conjunto E si para algin
M se verifica |f(z)| < M para todo z en E.

Proposicién 9. Silim,_,;, f (z) = £, entonces f(z) es acotada para z cerca

de b.
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Prueba. Consideremos € = 1 en la Definicién 2. @tilizando la desigualdad

triangular tenemos
[f (@) = f(z) -+ € < |€] +|f(z) - ¢
y de la Definicién 2 se deduce |f(z)| < |¢| + €, para z cerca de b. Entonces
lf(z)l < |l]+1=M,

para z cerca de b. O

En el caso en que £ # 0 vale una acotacién andloga para el reciproco de

f(z), esto es

e 1
Proposicién 10. Silim,_,, f(z) = £ # 0, entonces —— es acotada cerca de b.

f(z)

¢
Prueba. Consideremos € = % en la Definicién 2. Utilizando la desigualdad

triangular tenemos
|f(@)] = |f(z) - €+ €| > e - |f(z) - ¢,

y de la Definicién 2 resulta

f@l 21 -e= 1

Por lo tanto
1 2

f@) Sqg =M

para z cerca de b. O

Las mayores dificultades en la teoria de limite se presentan cuando se debe
manejar en forma simultdnea dos o mds limites. Para tratar con estos casos el

siguiente teorema es el resultado apropiado:

Teorema 11. SiC; y Ca se cumplen cada una cerca de b, la propiedad conjunta
[C1 A C3] se verifica cerca de b. Es decir C; y Ca se cumplen simultdneamente

cerca de b.
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Prueba. Como C; y C; se cumplen cada una cerca de b, para i = 1,2 existen

d; > 0 tales que cada condicién C; es cierta para todos los z que verifican
0< l.’l: — b’ < b,

respectivamente. Tomemos § = min {J;,d2}, entonces dado un z # b con la

propiedad |z — b| < 4, es claro que también
O0<|z—-bl<d y 0<|z—-0b<é

entonces [C; A Cp] vale para ese z O.
Estamos en condiciones de verificar la unicidad del limite

Proposicién 12. [UNICIDAD] Si
i) limzp f(z)=b1 y
i) limzy f(z) = 62

entonces
4 = 0.

Prueba. Por el teorema anterior ¢) y ii) se cumplen simultdneamente cerca de

b. Entonces dado € > 0
|l — & £ |4 — ()] + |f(z) — L] < 2,

cerca de b. Como esto es valido para todo € positivo, concluimos que ¢; — ¢, =

(G

Proposicién 13. Silim;_ f(z) =41 y limz_p g(z) = £

lim [f(z) +g(z)] = &1 + &,
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Prueba. Dado € > 0, tomemos €/2 en la Definicién 2 para f y g. Por el
Teorema 11, C; : limzp f(z) = € y Co : lim;_,59(z) = £, se cumplen si-

multdneamente cerca de b entonces

|(f(z) +9(z)) — (L + &) < |f(z) - bl +]g(z) - &

[ S0 g}
|

para z cerca de b. O
Ejemplo 14. lim, f(z) =€ <= lim,; (f(z) — ¢) = 0.

Un caso especial de limite de un producto de funciones es cuando uno de

ios I{mites es cero, en ese caso no es necesario que el otro limite exista.

Proposicién 15. Si |f(z)| < M cerca de b y lim,_,, g(z) = 0 entonces

lim f(z)g(z) = 0.

z—b

Prueba. Sea €>0, claramente podemos suponer M #0. Usando el Teorema 11

v tomando €/M en la Definicién 2 de lim,_,; g(z) = 0, tenemos

|f(z)g(z) = 0] = [f(z)g(z) — f()0]

= |f(<)llg(z) - 0|

cerca de b. Esto prueba que lim,_,; f(z)g(z) =0. O
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La demostracién de que el limite del producto es el producto de los limites

es mucho mas sencilla que con la definicién clasica usando € y 4.

Proposicién 16. Silim,_ f(z) = £, y lim,_, g(z) = ¢, entonces

lim f(z)g(z) = &il2.

Prueba.
f(z)g(z) — bty = (9(z) — &) f(z) + (f(z) — &) &o,
por las Proposiciones 9 y 15 ambos términos tienden a cero, por lo que la suma

tiende a cero. O
Corolario 17. Si a es una constante, entonceslim;_,; (af(z)) = alim,_; f(z)

Corolario 18. Si P, es un polinomio de grado n, entonces lim,_,, P,(z) =

Pa(b).

Proposicién 19. Si lim,_,; f(z) = £ # 0 entonces
1 ]

im =1
1
Prueba. Por la Proposicién 10, m estd definida y es acotada cerca de b

1 1 1
¢

7@ €7 fr

y por las Proposiciones 15 y 13, el miembro de la derecha tiende a cero. O

(€ f(z)),

Teorema 20. [De la funcién intermedia] Supongamos que f(z) < h(z) < g(z)

cerca de . Ademds supongamos que
lim f(z) = £ = lim g(z)
z—b z—b
entonces

lim h(z) = £.

z—b
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Prueba. Por el Teorema 11 todas las condiciones de la hipétesis valen si-

multaneamente cerca de b. Dado € > 0 tenemos
—e< f(z) - €< h(z) - €< g(z) — €<k,

para z cerca de b. Por lo tanto

|h(z) — €| <€

cerca de b. O

Proposicién 21. Silim;_; f (z) = ¢; # 0 y limy,, g(z) = 0 entonces

f(z)
z—b g(z)
no existe.
Prueba. Supongamos que @)
. flz) _
e =
entonces f( )
T
flz) = mg(z)

que, por la Proposicién 16 tiende a cero, contradiciendo la hipétesis ¢; # 0. O

3. Limites Laterales

Terminamos este trabajo mostrando cémo se pueden presentar problemas

de tipo lateral.

Definicién 22. Diremos que la condicion C se cumple cerca de b™ (cerca de
b~ ) si eziste § > 0 tal que C se cumple para > b y |z —b| < § (respectivamente
paraz < b y|lz —b| < 4).

Teorema 23. C se cumple cerca de b si y solamente si C se cumple cerca de

b* y cerca de b™.
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Prueba. Si C se cumple cerca de b la implicacién directa es trivial.

Para la reciproca consideremos d; tal que C se cumple para
T>by |z—b|<§
y 02 tal que C se cumple para
z<by |z-b < d.
Sea d = min (6,, d2) entonces C se cumple para
ltr—bl<dy(z>bbz<b),

es decir para
|z—bl<dyz#b.

O

Definicién 24.
i) lim;_,,- f(z) =€ si dado € > 0
|f(z) - ¢ <e

se cumple cerca de b~. Se dice entonces que el limite lateral 1zquierdo

cuando z tiende a b de f(z) es £.
11) lim,_,,+ f(z) = € si dado € > 0
lf(z) - ¢ <e

se cumple cerca de b*. En este caso se dice que el limite lateral dereccho

cuando z tiende a b de f(z) es £.
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Proposicién 25.

i) limgp f (z) =€

st y solamente si

i) limg_p- f(z) =€ y limy_+ f (7) = L.

Prueba. Que 7) implica 1) es claro.

Veamos la reciproca. Si
|f(z) — € <e

se cumple cerca de b y cerca de b~, por el Teorema 23 se cumple cerca de b.
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