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Resumen

Uno de los conceptos fundamentales en el Calculo es el de derivada puesto que es sumamente
util para describir fendbmenos que van cambiando con el tiempo, de tal manera que podamos
predecir su comportamiento. Dentro de la investigacion en Matematica Educativa, el
concepto de derivada ha sido estudiado desde distintos enfoques y con distintos intereses, lo
cual permite al profesor tener una base de resultados de investigacion con los que se pueden
disefiar secuencias didacticas aplicables directamente al aula.

En este trabajo mostraremos el disefio y algunos de los resultados de aplicacién de una
secuencia didactica basada en resultados de investigacion. El objetivo de la secuencia es
introducir el concepto de derivada en estudiantes de bachillerato que tienen un primer
acercamiento con este contenido de manera que se logre la comprension del concepto a
través del trabajo en dos ejes: la idea de variacion y cambio implicito en el concepto y la
idea de coordinacidn entre registros de representacion.

Introduccion

En la naturaleza existen diversos fendmenos que van cambiando conforme cambia el tiempo.
De acuerdo con Vrancken y Engler (2014) es necesario utilizar la matematica para estudiar
algunos de estos fendmenos y las variaciones que en estos se producen. El Calculo nos da
herramientas para llevar a cabo este estudio y predecir el comportamiento de fenGmenos que
presentan cambios. En especifico, la derivada nos sirve para describir este tipo de
comportamientos (Cordero, 2008).

Dentro de la investigacion en Matematica Educativa existen variados estudios alrededor del
concepto de derivada. En general, han tenido la finalidad de acercar a los estudiantes a la

comprension del concepto utilizando diferentes enfoques: aproximaciones para llegar al
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cociente de un limite, lenguaje variacional, pendiente de recta tangente a una curva, entre
otras (Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008).

En la mayoria de los curriculos de Célculo de Nivel Bachillerato lo que se pide a los
estudiantes es que encuentren la derivada de una funcion, primero con la férmula de limite y
luego utilizando alguna formula de derivacién (Cantoral & Mirdn, 2000). Sin embargo, no
todos los estudiantes pueden hallar la derivada solicitada, presentan obstaculos, dado que no
manejan los conocimientos previos necesarios (Vrancken y Engler, 2014) o no dan un
significado a la derivada de acuerdo al contexto en el que estén trabajando (Sanchez-
Matamoros et al., 2008). Esto genera un problema con respecto a la forma en la que se aborda
el concepto y suscita dudas en cuanto a las maneras mas propicias para secuenciar las
actividades que se utilizan para abordar este concepto por primera vez.

Un punto importante a resaltar acerca de las investigaciones sobre el concepto de derivada
€S que, en su mayoria, son propuestas de trabajo para estudiantes que ya han tenido un
acercamiento previo con el concepto de derivada. En este trabajo mostramos el disefio de una
secuencia didactica para estudiantes de bachillerato que por primera vez tienen contacto con
el tema a través de la idea de variacion y el transito entre distintos registros de representacion
en términos de Duval (2006).

Con base en la problematica que hemos planteado y la literatura de investigacion que hemos
consultado, se ha disefiado una secuencia en la que el estudiante logre la comprension del
concepto de derivada a través de dos enfoques, la idea de variacion y cambio implicita en el
concepto y la coordinacion entre los diferentes registros en los que este se puede representar,
para que pueda aplicarla segin el contexto en el que se encuentre. Asi, nos planteamos la
siguiente pregunta de investigacion: ¢que efectos tiene en los estudiantes de bachillerato el
trabajo con secuencias didacticas que propicien la coordinacion entre diferentes registros y
gue son contextualizados a través de la variacion para apropiarse del concepto de derivada?
Principales elementos tedricos empleados en el trabajo

Los trabajos de investigacion realizados por Garcia (2011), Garcia y Dolores (2016) y
Vrancken y Engler (2014) nos sugieren la idea de realizar una secuencia didactica tomando
como enfoque principal el Pensamiento y lenguaje variacional. Nos hemos basado en Garcia

y Dolores (2016) para generar la estructura de la secuencia, es decir, cuantas actividades se
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propusieron en la secuencia y lo que se solicita en cada actividad, ademas de la cantidad de
estudiantes a los que se aplicara la secuencia didactica.
En la actividad matemaética un objeto puede ser representado en distintos registros como el
numérico, grafico, algebraico y verbal (Sanchez-Matamoros, et al., 2008; Flores, 2007;
Garcia y Dolores, 2016). Dentro de la literatura toma especial importancia el reconocimiento
de los distintos registros de representacion asociados al concepto de derivada. Duval (2006)
menciona que un estudiante ha comprendido un concepto como parte del lenguaje
matematico, cuando es capaz de reconocer el mismo concepto matematico en distintos
registros.
De Sanchez-Matamoros et al. (2008) hemos tomado la clasificacion que se hace de algunos
registros de representacion del concepto de derivada:
= Grafico: Se analiza que ocurre cuando el cambio de longitudes en el eje X cambia con
respecto a la longitud en el eje Y. Dentro de este registro se pueden hacer
transformaciones, por ejemplo pasar de la gréfica de la funcion a la gréfica de su derivada
y viceversa, como pendiente de la recta tangente a una curva.
= Verbal: En el que se presenta propiamente como parte del lenguaje matematico. Como
pendiente de una recta tangente, como razén de cambio instantaneo.
En Calculo las graficas son utilizadas para analizar comportamientos de funciones como
concavidades, crecimiento, maximos o minimos, etcétera. Suarez y Cordero (2010) utilizan
las graficas para estudiar como varia la posicion y las relaciones entre velocidad y
aceleracion, en general establecen un significado a la variaciébn mediante la modelacion-
graficacion. Flores (2007) menciona que las graficas funcionan como estrategia para el
analisis de funciones en contextos matematicos y extramatematicos. Por su parte, Dolores
(2007) menciona que las graficas, ademas de servir como herramientas didacticas que
proporcionan informacion, son Utiles en el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes.
Metodologia
La secuencia didactica se aplicd a un grupo de 27 estudiantes de bachillerato de entre 16 y
18 afios de edad que estaban cursando por primera vez el curso de Célculo Diferencial. Es
importante sefialar que este estudio utiliza un método de observacidn participante, puesto que

la profesora del grupo es también la disefiadora de la secuencia y la investigadora que analiza
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los datos. Sin embargo, esto no representa un obstaculo metodoldgico en tanto que, para
evitar sesgos en la informacion y mantener la objetividad se recurrié a un método de
triangulacion de investigadores (Carrillo y Mufioz-Catalén, 2011).

Como primer paso se disefio una secuencia didactica, cuyo objetivo es dar sentido al concepto
de derivada asociandolo con la idea de variacion y cambio, de manera que el estudiante logre
la apropiacién y comprension del concepto, considerando que las actividades que se
propusieron permitieran la coordinacion entre distintos registros de representacion. En una
segunda parte se implementd la secuencia a lo largo de dos semanas, repartidas en 4 sesiones
de 100 minutos cada una. Para cada una de las sesiones se formaron nueve grupos de trabajo,
de forma que en cada grupo estuviera un estudiante con habilidades matematicas alto, medio
y bajo, mismas que fueron determinadas por la docente encargada del grupo de acuerdo con
su experiencia previa de trabajo con el grupo.

Los datos se recogieron a traveés de audio, videograbaciones y notas hechas por los
estudiantes. En adelante nos referimos a los equipos como “Equipo #” y a los estudiantes
como “E#”.

Anélisis de resultados

A continuacion mostraremos los resultados preliminares de esta investigacion. Se muestra el
andlisis de las producciones de los estudiantes para la primera de tres actividades realizadas
en la secuencia.

Actividad 1. Coordinacion entre el registro verbal y gréfico

En esta actividad se busca que los estudiantes tracen la grafica que modela un movimiento a
partir de un problema planteado verbalmente:

Instrucciones: Traza la grafica posicion — tiempo que representa el movimiento de Juan en
la siguiente situacion.
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Juan sale de su casa para ir a estudiar a casa de su
compariero. No es necesario tomar el camion, pues
Su amigo vive en una colonia proxima a la suya.
Cuando sale de casa contesta un mensaje
avanzando con paso lento los primeros 250 metros,
en cuanto envia el mensaje continda caminando
més rapido. Cuando han transcurrido 8 minutos
recuerda que olvido su libreta y regresa a casa
corriendo. Llega a casa, toma su libreta y, como ya
es tarde, camina a la esquina y espera 3 minutos
para tomar un taxi que lo lleva a la casa de su
compariero.

Nuestra intencion es utilizar el enunciado para hacer la coordinacién entre el registro grafico

y el registro verbal, ademas de hacer uso de la grafica como un medio para desarrollar el

pensamiento y lenguaje variacional (Dolores 2007).

Una vez aplicada la secuencia al grupo de estudiantes se procede al analisis de la informacion

tomando como base cuatro categorias que permitan organizar los resultados obtenidos en la

aplicacion y analizar la coordinacion entre el registro grafico y el registro verbal:

Categoria 1. Identificar la presencia de variables y las relaciones entre ellas

En los nueve equipos formados se logro trazar la grafica estableciendo la relacion existente

entre la posicion y el tiempo. Esto nos muestra que los estudiantes pueden establecer una

determinada relacion entre las variables del problema.
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Figura 1. Grafica de Equipo 8

En el Equipo 2 se muestran evidencias de que, ademas de establecer la relacion entre la

posicion y el tiempo, se establece una relacion entre la distancia y el tiempo:
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Figura 2. Grafica distancia contra tiempo del Equipo 2

DOCENTE: En esta gréfica, ¢qué estoy representando? [Sefialando la gréfica distancia contra
tiempo del Equipo 2]

ES: La distancia que recorre
DOCENTE: ¢Por qué la grafica tiene esa forma?
ES5: Porque la distancia que recorre todo el tiempo va aumentando, crece.

Categoria 2. Los alumnos identifican puntos de referencia para trazar la grafica

De los nueve equipos con los que se trabajo, en tres se establecieron la casa de Juan y la casa
de su compariero como puntos de inicio y fin. De estos tres equipos dos colocaron la casa de
su compafiero al final de la gréfica que trazaron. Cuando se les pregunt6 en donde esté la
casa de Juan y en donde colocarian la casa del compafiero a los demas equipos, algunos
tuvieron problema en mencionar que el origen de las abscisas representa la casa de Juan y la

mayoria contesto que la casa del compafiero estaba al final de la curva.
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Figura 3. Grafica de Equipo 3

DOCENTE: {Donde esta la casa de Juan?

E7: Fue un problema en el que entramos porque decimos que esta aqui [Se refiere
a la gréfica de la Figura 3 sefialando el punto A] pero de alguna forma no puede
estar especificamente aca [vuelve a sefialar A], porque cuando regresa tenemos
que regresar ahi y no podriamos regresar especificamente en este punto
[continua sefialando el punto A]. Ahi no supimos bien cémo explicarlo asi que
a la conclusion que llegamos es que tendria que ser todo este eje [Sefialando el
eje X] aunque no podemos explicar por qué, la casa va a estar fija pero sin
depender del tiempo ni la distancia.
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Otros puntos que utilizaron como referencia son los 250m y los 8min que se mencionan en
el problema. Durante la discusién grupal se observa cobmo hay problema para establecer las
casas como puntos de referencia.

En la situacion descrita se identifican siete momentos clave de acuerdo con la posicion de
Juan. De los nueve equipos, dos identificaron todos estos momentos y en los equipos
restantes coincidieron en omitir el tiempo que pasa cuando Juan regresa a casa en busca de
su libreta.

Categoria 3. La gréafica muestra las variaciones en la posicion de Juan

Observamos que 8 de los nueve equipos trazaron la grafica formada por segmentos lineales.
En cada seccidn, representaron el movimiento de Juan de forma constante. Los estudiantes
muestran que conocen la funcioén lineal y que con ella se pueden modelar cambios constantes,
ademas de saber qué tipo de funcién les ayuda a modelar el problema.

El Equipo 4 fue el Unico que considerd que habia variaciones que no eran constantes en la
posicion y las representa con otro tipo de funciones que no son lineales. Esto pone de
manifiesto que los estudiantes saben que las gréaficas que representan las funciones que no
tienen incrementos o decrementos constantes no son rectas:
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Figura 5. Gréfica del Equipo 4.

Conclusiones

Para la actividad 1, los estudiantes logran establecer relaciones entre las variables del
planteamiento para plasmarlos en el plano cartesiano; utilizaron expresiones que estan
relacionadas con la idea de variacion y cambio. En todos los grupos de trabajo se menciono
a la funcioén de primer grado como una herramienta principal para modelar cambios
constantes, ademas de reconocer a la pendiente de la recta como el elemento que nos modela

dichos cambios. A pesar de que en los diferentes grupos de trabajo se omitié al menos una
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caracteristica planteada en el enunciado, se logro la conversion entre el registro gréafico, el
registro verbal y el registro algebraico.

La gréfica nos permite analizar el comportamiento de la situacion que describe cambios que
varian en cuanto al tiempo, ademas de establecer analisis puntuales y globales con respecto
al movimiento en diferentes secciones al contrastar con el realismo de la situacion (Buendia
& Carrasco, 2009). La division de la grafica en diferentes intervalos nos apoya para analizar
las predicciones que realizan los estudiantes en cuanto a las razones de cambio en un instante
dado. Analizar si la velocidad crece o decrece y como es su comportamiento alrededor de un
punto de inflexion fue otra parte de la actividad que nos permite localizar en aspectos
concretos para la construccion de la derivada (se aborda en las siguientes dos actividades, las

cuales se encuentran en proceso de analisis).
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