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Resumen: En este trabajo presentamos una propuesta didáctica para la enseñanza 
del tema Integral definida para alumnos de primer año de las carreras de Ingeniería 
en la asignatura Análisis Matemático I. En esta secuencia utilizamos la interfase 
gráfica de MATLAB, GUI (graphical user interface). 

El concepto de integral definida es utilizado, para determinar el valor del área 
limitada por curvas y rectas. Tradicionalmente, para comenzar a explicar este con-
cepto, el profesor, dibuja en el pizarrón la zona a determinar su área, subdividiendo 
los intervalos y encontrando el área buscada, para lo cual introduce el concepto de 
integral definida. En la secuencia que presentamos, es el alumno, utilizando la com-
putadora, quien va subdividiendo el intervalo, visualizando el área buscada. 

Palabras Claves: Alumnos de Ingeniería, integral definida, nuevas tecnologías, suce-
siones.

INTRODUCCIÓN

En la enseñanza de la asignatura Análisis Matemático I, el acercamiento di-
dáctico que se sigue en los programas de estudio y en los libros de texto es en 
esencia “tradicional”. Es decir, básicamente se exponen los métodos de resolución 
de los distintos conceptos mediante un procedimiento algorítmico y se continúa 
con ejercicios cuya complejidad crece en forma gradual. De acuerdo con Contre-
ras (2000), al desarrollar un tema de Análisis, un profesor se enfrenta a conceptos 
que por su propia naturaleza, son problemáticos en sí mismos, lo que hace despla-
zarse hacia posturas algorítmicas más fáciles de gestionar y evaluar, dejando de 
lado los problemas característicos de dicha asignatura.

En efecto, en la enseñanza elemental del Análisis Matemático se otorga gran 
importancia a los tratamientos tipo cálculo: la composición de dos o más funciones, 
el cálculo de derivadas, el cálculo de integrales, etc. También se ha comprobado que 
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la enseñanza tradicional tiende a centrarse en una práctica algorítmica y algebraica 
y a evaluar sobre las competencias adquiridas en este dominio (Artigue, 1995).

Esta situación, si bien en principio es aceptable, genera una serie de problemas 
en asignaturas de la especialidad, en donde el uso que se le da a los conceptos 
cumplen con objetivos muy diferentes. Diversas investigaciones han detectado im-
portantes dificultades en los estudiantes en el campo conceptual del Análisis. Tal 
como asegura Hitt (1998), los alumnos de una carrera de Ingeniería, después de 
llevar un curso de Cálculo, no logran resolver problemas no rutinarios. Este autor 
sugiere que los métodos tradicionales de enseñanza del cálculo son insuficientes en 
la preparación de buenos estudiantes para aplicar el cálculo de manera creativa. 
Además, complementa esta afirmación estableciendo que el fracaso de estos estu-
diantes se debe a la carencia de articulación entre representaciones provocando, 
tal como él expresa: “que el alumno camine a ciegas” en el sistema algebraico de-
sarrollando algoritmos sin una idea clara del objetivo final perseguido. 

En cuanto al concepto de integral definida, desde su origen, esta noción ha 
respondido a la necesidad de mejorar los métodos de medición de áreas subtendi-
das bajo líneas y superficies curvas. La técnica de integración se desarrolló sobre 
todo a partir del siglo XVII, paralelamente a los avances que tuvieron lugar en las 
teorías sobre derivadas y en el cálculo diferencial. 

En la docencia, la integral definida es un concepto utilizado para determinar el 
valor de las áreas limitadas por curvas y rectas.

Para la enseñanza de este concepto, hace tiempo que se viene constatando que 
los aspectos teóricos relacionados con esta noción, tal como aparecen por ejemplo 
en la mayoría de textos resultan demasiados complejos para muchos de nuestros 
alumnos, la mayoría de los cuales no entiende el porque del enorme esfuerzo de-
ductivo al que, de pronto se les somete. Por otro lado, fuera de las aplicaciones 
directas del cálculo de áreas y volúmenes, no aprenden a reconocer cuándo el 
cálculo de una magnitud requiere de una integración.

Llorens y Santoja (1997) analizan los errores de los alumnos las que encuadran 
en tres categorías:

1.	 Los estudiantes identifican “integral” con “primitiva”.

2.	 Las integrales definidas se identifican con la regla de Barrow, incluso cuan-
do esta no se puede aplicar.

3.	 No se integra el concepto de área con el de integral.

Diversas investigaciones (Llorens y Santoja, 1997; Contreras, 2000) muestran 
que los estudiantes no realizan una unión adecuada entre el concepto de área y el 
de integral definida. En ellos persiste una interpretación algebraica de la integral, 
por lo que la regla de Barrow se les presenta como una interpretación geométrica 
de la integral como si fuera igual que el caso de la tangente como interpretación 
geométrica de la derivada. Posiblemente este hecho se deba a que en los libros de 
texto se abusa del formalismo cuando se refiere al concepto de integral.
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Como uno de los aspectos más importantes en las investigaciones en didáctica 
de la matemática es el análisis de las deficiencias que detectamos como profesores 
universitarios en los estudiantes, el presente trabajo se refiere a este aspecto a te-
ner en cuenta, en los distintos registros de representación semiótica (Duval, 1998), 
al momento de elaborar propuestas didácticas que contribuyan a superarlos.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El desarrollo de este trabajo tiene que ver con el interés por comprender y 
ayudar a resolver los problemas de formación matemática que presentan los es-
tudiantes en cálculo diferencial e integral. En este contexto, las dificultades en la 
comprensión del concepto de integración como límite de una sucesión de sumas 
parciales son particularmente notables.

MARCO TEORICO

Durante el desarrollo de las ciencias matemáticas se han formalizado los con-
ceptos matemáticos en definiciones rigurosas sin tener en cuenta las representacio-
nes gráficas o las definiciones informales, en la mayoría de los casos.

Sin embargo, de acuerdo a Duval (1998), para favorecer el aprendizaje, los 
profesores deben proponer actividades de conversiones entre diferentes registros 
de representación semiótica.

Diversas investigaciones (Hitt, 1998a, 1998b; Duval, 1998; Fabra y Deulofeu, 
2000; Gatica,Tauber y Ruíz, 2002; Villalobos y Farfan, 2001; etc.) han comproba-
do la importancia de la articulación entre diferentes registros de representación. 
Pero también estos estudios manifiestan que los alumnos, tanto de escuela secun-
daria como universitaria, no son capaces de lograr estas relaciones entre varios 
registros de representación.

Esta situación se agudiza en los alumnos de Ingeniería, ya que en las materias 
de la especialidad, el uso que se le da a los conceptos como modelos matemáticos, 
cumplen con objetivos muy diferentes; por un lado, en los procesos de resolución, 
se requiere de implementar métodos numéricos y gráficos y por otro, cuando se 
tiene una solución algebraica el principal interés reside en estudiar el comporta-
miento (por ejemplo de funciones) por medio de su representación gráfica identi-
ficando los parámetros involucrados en la misma.

En la mayoría de los casos, estas actividades resultan ser difíciles para los 
alumnos, ya que para poder realizar estas articulaciones, los estudiantes necesitan 
recurrir a la visualización. La visualización no puede ser entendida como el simple 
acto de ver, sino como “la habilidad para representar, transformar, generar, comuni-
car, documentar y reflejar información visual en el pensamiento y el lenguaje del que 
aprende” (Cantoral y Montiel, 2001, p.24). 

En la visualización se utilizan matemáticas relacionadas con el campo de lo 
numérico, gráfico, algebraico, verbal y también de lo gestual. De esta manera, la 
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visualización opera con el funcionamiento de las estructuras cognitivas, las re-
laciones entre las diversas representaciones de un objeto matemático y además 
intervienen en una determinada cultura.

La visualización no es más que un medio con el que cuenta el alumno para 
poder realizar un mejor entendimiento. Cuando nos referimos a visualizar un 
concepto, estamos hablando de comprender un concepto a través de una imagen 
visual. 

Los profesores debemos ser conscientes de esta problemática por lo que en la 
organización de las clases, deberíamos priorizar actividades en los que los alum-
nos deban realizar conversiones entre registros (principalmente entre el gráfico y 
simbólico).

Pero muchas veces, necesitamos de herramientas que ayuden a la visualización 
de los conceptos, como es el caso del uso de la computadora para aprovechar el 
dinamismo que ofrece y favorecer actividades de manipulación. 

Spicer (2000) define Manipulables Virtuales como representaciones digitales de 
la realidad posibilitadas por los computadores, y que el estudiante puede también 
manipular con el mismo objetivo de los primeros. Los manipulables virtuales tienen 
además la capacidad de hacer visible lo que es difícil de ver e imposible de imaginar” 
(Spicer, 2000, p.7). Estas herramientas ayudan al estudiante a construir su propio 
conocimiento y a la vez posibilita la conversión entre registros (simbólico y gráfico).

Desde otra perspectiva la noción de concep-image, inicialmente introducida 
por Tall y Vinner (1981), establece que el estudiante decide sobre la base de la 
imagen conceptual que ha construida y que es la estructura cognitiva total que es 
asociada con el concepto, el cual incluye todas las imágenes mentales y propieda-
des y procesos asociados.

Desde la distinción entre la imagen del concepto y la definición del concepto 
de Tall y Vinner (1981), Tall (1991) considera que la causa de muchos obstácu-
los responde al principio de extensión genérica, el cual justifica sobradamente la 
necesidad de diseñar cuidadosamente un currículo que evite la aparición de estos 
obstáculos.

Ahora bien, la práctica educativa nos dice que es posible que la estructura 
subyacente en un esquema no siempre sea coherente y, por el contrario, coexis-
tan, inconsciente o conscientemente, ideas inconsistentes (considerar compatible 
una proposición y su negación), incoherentes (respuestas en diferentes sistemas 
de representación contradictorias entre sí), pobres y conflictivas. Esto conduce a 
esquemas tematizados que no siempre funcionan de la mejor manera posible. Por 
ejemplo, Tall y Vinner (1981), proponen las nociones de “concept image” y “con-
cept definition” para referirse y explicar los conflictos que existen entre los con-
ceptos matemáticos definidos formalmente y los procesos cognitivos individuales 
utilizados para concebirlos. Y para ensanchar los límites de competencia de los es-
tudiantes, la estructura subyacente de un esquema deben ser detectada, corregida 
y enriquecida. Así pues, el esquema tiene que ser desequilibrado y reconstruido. 
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OBJETIVOS

El análisis del presente estudio se focaliza más en los fenómenos ligados al 
aprendizaje. Nos centramos específicamente en mostrar una propuesta didáctica 
de este tema, utilizando manipulables virtuales, donde los alumnos puedan visua-
lizar la conversión entre dos sistemas de representación, el gráfico y el algebraico.

De acuerdo a Duval (1998) consideramos que es fundamental para la com-
prensión de los objetos matemáticos distinguir un objeto matemático y su repre-
sentación. Desde esta perspectiva, la comprensión de un concepto se logra si se 
utilizan diferentes registros de representación.

Se recurre a un nuevo registro, un registro gráfico con animación que permita 
comprender el concepto de integral definida y sumarle interactividad, puesto que 
el alumno ingresará una función de una variable y un intervalo [a, b] arbitrario 
y observa, con animación gráfica, la aplicación algorítmica y la comprensión del 
concepto de integral definida como límite de una sucesión de sumas parciales.

En la implementación de la secuencia didáctica, nos proponemos el cumpli-
miento de los siguientes objetivos: 

Comprender el concepto de integral como limite de una sucesión de sumas 
parciales. Tratar que adherir el concepto de integral a un conjunto de imágenes 
conceptuales.

Relacionar el teorema fundamental de sucesiones, como uno de los ejes de la 
fundamentación teórica de la definición de integral. Construir el concept-image de 
una sucesión monótona y acotada que por lo tanto converge.

 Validar empíricamente una aproximación didáctica para la enseñanza del con-
cepto de integral, apoyada en la visualización, que facilite al alumno adquirir una 
comprensión básica de integración.

Visualizar la sucesión (Sn – sn ) que tiende a cero sii la función es integrable.

Para cumplir estos objetivos, utilizando la interfase gráfica de MATLAB, GUI 
(graphical user interface), diseñamos una secuencia para los alumnos de primer 
año que cursan Análisis Matemático I en las carreras de Ingeniería.

Presentamos las pantallas que se presentan cuando comenzamos con la secuencia:
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PANTALLA PARA INTRODUCIR LOS DATOS

Figura 1
Pantalla de ingreso de datos

Pantallas de una secuencia de imágenes de la sucesión de sumas superiores e in-
feriores correspondiente a 7 subintervalos de la función sin(x) en el intervalo [0 pi].

Figura 2
Áreas dadas por sumas superiores y 

sumas inferiores con la función sin (x) con n=7

Pantallas de una secuencia de imágenes de la sucesión de sumas superiores e in-
feriores correspondiente a 13 subintervalos de la función sin(x) en el intervalo [0 pi].

Figura 3
Áreas dadas por sumas superiores e inferiores con mayor número de intervalos

Nora Gatica y Oscar Ares 
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Al cambiar el número de intervalos, los alumnos pueden observar en las pan-
tallas en la parte de arriba, las sumas superiores, inferiores y el valor exacto de la 
integral. De esta manera pueden concluir sobre el acercamiento de estas áreas al 
valor 2.

En la siguiente pantalla se han cambiado las funciones y el número de intervalos.

Pantalla que ilustra la Suma Superior y la Suma inferior de la función exp(-x) 
con n=5, n=13 subintervalos en el intervalo [0 4].

Figura 4
Áreas dadas por sumas superiores e inferiores con la función exp(-x) con n = 5

Figura 5
Áreas dadas por sumas superiores e inferiores con la función exp(-x) con n = 13

Pantallas de una secuencia de imágenes de la sucesión de sumas superiores 
e inferiores y la diferencia (Sn – sn) correspondiente a 7 y 13 subintervalos de 
la función sin(x) en el intervalo [0 pi]. Idem para la función exp(-x) para 5 y 13 
subintervalos.

Una propuesta didáctica utilizando las nuevas tecnologías para la enseñanza de la integral como…
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Figura 6
Sumas superiores e inferiores y la diferencia (Sn – sn) 

con n=7 de la función sin(x)

Figura 7.
Sumas superiores e inferiores y la diferencia (Sn – sn)

con n=13 de la función sin(x)

Figura 8
Sumas superiores e inferiores y la diferencia (Sn – sn)

con n=7 de la función exp(-x)

Nora Gatica y Oscar Ares 
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Figura 9
Sumas superiores e inferiores y la diferencia (Sn – sn)

con n=13 de la función exp(-x)

ACTIVIDADES

La hoja de actividades que deben realizar es la que se transcribe a continua-
ción:

A partir de la proyección de la interface gráfica de MATLAB, referida al tema 
integración, se solicita al alumno ingresar datos a la interface grafica y responder 
al siguiente cuestionario, que persigue como finalidad construir una imagen con-
ceptual:

a)	 Ingresar la función f(x) = e –x.

b)	 Ingresar el intervalo de integración [a, b] = [0, 4].

c)	 Ingrese la cantidad de subintervalos n=10. Inicie el proceso y registre los 
valores de la suma superior y suma inferior.

d)	 Ingrese la cantidad de subintervalos n=20. Inicie el proceso y registre los 
valores de la suma superior y suma inferior.

e)	 Ingrese la cantidad de subintervalos n=30. Inicie el proceso y registre los 
valores de la suma superior y suma inferior.

f)	 Ingresar la función f(x) = sin(x) y observar las sucesivas pantallas sin regis-
trar los datos.

A partir de las actividades que deben realizar los alumnos, se les solicitará que 
respondan al siguiente cuestionario:

Una propuesta didáctica utilizando las nuevas tecnologías para la enseñanza de la integral como…
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CUESTIONARIO

1. La altura de cada rectángulo correspondiente a una suma superior, esta 
dado por, el valor máximo (dentro del subintervalo) de f(x), por el valor medio o 
por el valor mínimo?.

2. La altura de cada rectángulo correspondiente a una suma inferior, esta dado 
por, el valor mínimo (dentro del subintervalo) de f(x), por el valor medio o por el 
valor máximo?.

3. Sea f(x) continua y positiva en [a,b]. A medida que el numero de subinter-
valos aumenta los valores numéricos correspondiente a la sucesión de sumas su-
periores, aumenta,isminuye, permanece constante u oscila? ¿Se aproxima al algún 
valor?.Ídem para las sumas superiores.

4. La sucesión numérica de sumas superiores es una sucesión monótona 
……………………………………

5. La sucesión numérica de sumas inferiores es una sucesión monóto-
na…………………………… 

6. La sucesión numérica de sumas superiores esta ACOTADA, ver la GUI, 
no desciende debajo de cierto valor o desciende indefinidamente?. ¿por ejemplo, 
debajo de que valor no desciende?. 

7. La sucesión numérica de sumas inferiores esta ACOTADA, ver la GUI, no 
supera cierto valor o asciende indefinidamente?. ¿por ejemplo, que valor menor 
que no sobrepasa?. 

8. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE SUCESIONES dice, toda sucesión 
monótona creciente (o decreciente) y acotada converge.

Si este es el caso en estudio, ¿estamos en presencia de un límite?. ¿Cómo se 
llama este limite?

Obtenga la diferencia entre la suma superior y la suma inferior, esto es, Sn – sn.

Hacia donde tiende esta diferencia, para valores crecientes de n.?

9. Del último ítem, y a partir de la imágenes de la visualización interactiva 
¿Cómo se formaliza el límite cuando n tiende a infinito?

CONCLUSIONES

Con la secuencia que presentamos, consideramos que los alumnos pueden visua-
lizar de una manera sencilla, el acercamiento de las áreas calculadas al área real.

Creemos que el poder someter a la verificación interactiva los resultados predi-
chos por la teoría, permiten afianzar la comprensión y fijar el concepto.

La explicación a estos resultados, hipotéticamente, es que el conocimiento de-
finitivamente se aprehende cuando ha sido puesto en juego.

Nora Gatica y Oscar Ares 
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La poca frecuencia con que se recurre al registro gráfico en las actividades 
áulicas impide que, a menudo, los alumnos no puedan visualizar ni interpretar los 
resultados, lo que dificulta ser consciente de algunos resultados a los que se arribe. 
Los estudiantes se apoyan en el registro algebraico en los que confían plenamente 
sin llegar a saber que representación gráfica tienen los resultados obtenidos. 

Es primordial que los profesores, aunque ya sea en un nivel universitario avan-
zado, utilicemos estas herramientas para ayudar a los alumnos a visualizar los 
conceptos y a comprobar los resultados obtenidos en la realización de sus traba-
jos prácticos. El uso reflexivo y creativo de las nuevas tecnologías permite dar un 
significado concreto a las nociones matemáticas por lo que el diseño de nuevos 
materiales utilizando esta nueva metodología, donde muestren el uso efectivo en 
el aula, es sumamente importante. 
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