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Problemas divulgativos

F. Damian Aranda Ballesteros
Manuel Gomez Lara

DI_003_EPSILON. TRIANGULOS CEVIANOS, CUASICEVIANOS Y
RESIDUALES.

PROBLEMA MOTIVADOR

Sea el triangulo equilatero ABC de lado 1.

a) Sobre cada uno de los lados situamos los s puntos A, B yC C’ de modo que se
verifique la condicion vectorial, k. AC'= 4B; k.BA'= BC; k.CB'=CA.

Determina la razén de areas entre los triangulos equilateros ABC y A’B’C’.

Sea la relacion dada, k. AC'=4B; k.BA'= BC; k.CB =CA.
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Por el teorema del coseno, aplicado al triangulo A’'B C,

A'C® = A'B+BC” — 2.(A'B).(BC').cos 60°

P I, 1, 1. _ (k-3k+3).P
"m — __ Y _(]l-Hy=_ - /"
A'C* = e +(/ k) k.(l k) 2
La razon de areas K, serd igual al cuadrado de la razén de semejanza entre los
lados de ambos triangulos equilateros:

(k* =3k + 3).I
_ Area(A'B'C') _ k2 _ kK-3k+3
" Area (ABC) ~ 2 k?

b) Sobre cada uno de los lados situamos los puntos A’, B’y C’ de modo que se
verifique la condicion kAC'= E; k.BA'= E‘; k.CB'=CA. Sean las cevianas AA’,
BB’y CC’. Las respectivas intersecciones entre ellas determinan los puntos A*, B*
y C*, respectivamente.

Determina la razén de areas entre los triangulos equilateros ABC y A*B*C*.

Sea la relacion dada, k.AC'= AB; k.BA'= BC; k.CB'= CA.

Por el teorema del coseno, aplicado al triangulo ACC’,

CC"= AC"+ AC*—2.(AC").(AC).cos60’
A * (K-k+1)0*

CcC” = —+IP-—=
K k kK
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Por la semejanza que existe entre los triangulos ACC’y AB*C’, se tiene que:

AC'_AB*_B*C' AC' _ A*C B*C' AC? AC.]
et Ac T Ao T ee =T 4o Por tanto, B*C' =55y A*C =";7
Sustituyendo en las anteriores expresiones:
r P
AC*® I ! AC'I !
B*(C'= o= = A*C= k
e K-k+1l kK -k+1 7 TR
k k
{12
De este modo: A ¥*B¥*=CC'-B*C-A*C= Kkl ! - !
k kP —k+1 kP —k+1

(K —k+D-1-k) _ (K*=2k)l

A *B¥=
kak? —k+1 kK =k +1

La razon de areas K, sera igual al cuadrado de la razon de semejanza entre los
lados de ambos triangulos equilateros:

(k* - 2k)* 1
_ Area(A*B*C¥) KK —k+1) _ (k—2)
Area(ABC) Iz K-k +1

¢) Sobre las prolongaciones de cada uno de los lados situamos los puntos A A,

B’y C’ de modo que se verifique la condicién k. AC'= BA; k.BA'=CB; k.CB'= AC.
Determina la razén de areas entre los triangulos equllateros ABCy ABC.
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Sea la relacion dada, kAC'=AB; kBA'=BC, kCB'=CA

Por el teorema del coseno, aplicado al triangulo AB’C’,

C'B” = AB" + AC"~ 2.(AB").(AC").c0s120°

B (k+DP  [(k+1)+1+(k+D)).0 _ (k* +3k +3).I°

K -

1
C'B'2=(k+l)2.lz+ P g B

La razon de areas K, sera igual al cuadrado de la razon de semejanza entre los
lados de ambos tridangulos equilateros:

(k* +3k +3).
. Area(A'B'C') _ kK +3k+3
"~ Area(ABC) P TR

Conclusiones: Tras estos enunciados, mereceria la pena intentar saber qué ocu-
rriria en el caso de no ser el tridngulo equilatero. Otra linea de resolucion de pro-
blemas consistiria en observar lo que sucederia si los puntos A’, B’y C’ estuviesen
dispuestos bajo otras condiciones de no regularidad. Esto nos motiva a presentar
el siguiente estudio.

TEOREMA DE ROUTH
CONSECUENCIAS DERIVADAS: TEOREMAS DE CEVA Y MENELAO

Introduccion

En 1891, Edward John Routh, en A treatise on Analytical Statics, with nume-
rous examples, vol. 1, Cambridge U. Press, p. 82, enuncid sin demostracion el teo-
rema siguiente:

Sean AA|, BB,, CC, tres cevianas del triangulo ABC, que se cortan dos a dos
en el tridngulo A’B”C”.
ﬁ, ﬁ=% y l=% , siendo S y S” las
CB AC BA

areas de los triangulos ABC y A”B”C”, respectivamente, se tiene que:

Si se verifican las relaciones: ¢ =

S“_ (1—0:,3/1)2
S Q+a+aB).(d+B+BL).A+A+ i)

Habitualmente, este resultado se conoce como Teorema de Routh, y ha sido
estudiado extensamente. La demostracién que presentamos, completamente ele-
mental, se basa en un simple estudio de las relaciones vectoriales que se dan en
el triangulo.

Nos basaremos para ello, en un hecho basico de la geometria vectorial plana.
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Proposicion

1) Si los extremos de tres vectores distintos de origen comun, a,byc son co-
aa+Bb+rc=0

, siendo a, B, A
a+B+A=0

lineales, entonces se cumple la relacion:

escalares distintos de cero.

aa+Bb+rc=0

oa+pf+A=0
y o, 3, A son escalares distintos de cero, entonces los extremos de los vecto-
res seran colineales.

2) Reciprocamente, si tres vectores distintos cumplen la relacion

Dem

1) Sean tres vectores distintos, con extremos colineales y origen comun. Se

tiene que:
b=a+AB=a+— 2B (c_a);
AB+BC
- BC - AB -
b= a+ c;
AB+BC  AB+BC

De este modo, podemos escribir:

(AB+BC).b—BCa—ABc=0

y asi se verifica con

a=AB + BC, = —AB, A= -BC 1a
relacion a + B + A = 0.

2) Si se cumple la relacion a'a+Bﬁ'b+:£0:0 , podemos escribir: f= — (o + A)
o+p+A=
y asf:
Bb=-0.a-\c; b= —g a- Jl; é=a- ?l; (¢-a), lo que significa que el punto

extremo B del vector b se encuentra en la recta que une A y C.

TEOREMA DE ROUTH

Con estos resultados, vamos a construir nuestra demostracion del Teorema de
Routh.
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Establezcamos las siguientes notaciones
para el triangulo ABC, de lados a, bycy
area S.

Las cevianas AA , BB, y CC, determi-
nan el triangulo A”B”C” de area S”.

Sean asimismo las siguientes expresiones, donde se habran de tener en cuenta
el signo de los segmentos orientados correspondientes:

o,c=AC,0,c=CB, o, +a,=1 u=&
o,
B.a=BA B,a=AC, B+B,=L a=%
2
z
Mb=CBAb=BA, Mtk =1 A=
2

Como B, A y C estan alineados, consideramos sus vectores de posicion,
b,a,yc con un origen comun y extremos dichos puntos B, A y C, respectivamente.

Por la proposicion anterior, tenemos que: g, =B, c+B, b
Analogamente, escribimos las igualdades: 5, =1, a+A, ¢y ¢ =0, b+0,a .

Igualamos las expresiones b,a,y¢ de obtenidas en las anteriores igualdades.

T Ty + 1= PB,- - 1= B,=
a= -=2c b=—a-"'¢ c=—a --2b
A B. ' B B ' B
- 1 o, > = 1= o,- - 1= A -
- Sy N R ——p-
a U-zc o, b oy 4 (x,a ¢ 2.3 ! lza

De cada grupo, podemos obtener la condicién que nos asegura la existencia de
los puntos A”=BB ,NCC , B’=BB,NCC, y C’=AA NBB,.

Para ello, y en cada caso, establecemos segiun hemos visto, la condicién nece-
saria y suficiente de la alineacién de tres puntos.

Veamoslo con mayor detalle para el punto A”.
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A a@c C1 oac
- 1= A -
a=_—b-c
1— A~ 1— a- 1— o~ 1— A-
M b I—Azc= c,—a]b, —b, —lb——c,+£c
e lo_ g A A o o o o A
1
2 0"2
A, e,

Si multiplicamos por obtenemos ahora:

0 +ha, A+,

P o, §+1.0515 A = 052-'1;5

= = ¢+
oA o the AtAha ' A+,

Lo que sin duda equivale a decir que las cevianas BB, y CC, se cortan en el

BA"_ az ) CA"_ A
A'B, a,+Aa,’ A"C, A+Aa,

punto A”, situado de manera que

De forma similar obtendriamos las expresiones:

i Q, a+ ﬁz-az a_ ﬁl'al E+ ﬂz E’
= 1 = 1
op,+o,  opro af+p af+p

A~ AP - B . Bk
B B R B+ B BA B
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Una vez establecidas estas relaciones vectoriales, podemos determinar el area
de A”B”CM

S” = [A”B”C”] = Sx(1-[AC”B]-[BA”C]-[CB”A]).

1 1 LB . LB,
[AC"Bl=—ch..=—ch, ——— ; AC"B]= —*——8§
Y E Y A Y E¥ )
Esto es asi ya que: h. _ b E=ﬁ .
h, AB+4  h T

: oy B o B
Ahora bien, [AC”B]= 2B+, S= ﬁ/l+f3+l's

De forma analoga, tenemos que:

A
BAC]= — 3§ B"Al= ———
[ ] Ao+ A+1 [CB"A) o:ﬁ+a+IS

En definitiva, tenemos:

2 — 2 2 2 = _ 2 _ 2 _ 2 — _ ﬁ _ 1 _
S = [A"B"C"] = Sx(I-[AC"BJ-[BA"CI-[CB"A = Sx(1 - 2 Z 0 %

o
af+a+1

" (aﬂl_ 1)2

5= (BA+B+1).(Aa+A+1).(af+a+1) S| Teorema de ROUTH.

S” es nula si y solo si axpxA=1, de manera que la concurrencia de las tres
cevianas corresponde a la condicion axpxA=1, lo que equivale pues, al Teorema
de Ceva.

Area del triangulo cuasiceviano
Llamaremos tridngulo cuasiceviano del triangulo ABC al triangulo A B,C,,
determinado por las cevianas AA,, BB, y CC,, respectivamente.

El valor de su area, S, = [A, B, C|] la relacionaremos, como no, con el area S
del triangulo inicial ABC.

S,=[AB,C]=Sx(1-[AB,C]- [BCA ]- [CA B
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Ahora bien:
[AB,C,]= %alc.il bsenA = o, A, S
[BCA = %azc.ﬁlasenﬁ =o,BS

(CBA 1= BaAbsenC=P 1S

A o C1 oo B

S,=[A,B,C] = Sx(1-[AB,C,]- [BC,A ]- [CA B)])
S, = [A,B,C,] = Sx(1- a,x), —0,x® -B,x})

— & ﬁ A

S, —S‘(l‘(a_,_l).(;v.,.])_(ﬁ+l).(tx+1)_(7b+1)-(ﬁ+1))
~ oafA+1
T @+ 1).(B+1).(A+1)

En el caso en que los extremos de las tres cevianas sean colineales, entonces el
triangulo A B C, es degenerado y su area S, es nula. Este hecho se corresponde
con la condicién axpxi=-1, lo que equivale al Teorema de Menelao.

AII
k"‘1‘:---. -

T
‘\

Area del triangulo ceviano. Triangulo ceviano de area maxima

Veamos cual es el tridngulo ceviano de area maxima. En estos triangulos, las
cevianas concurren en un punto y asi, a.f.A.=1 Por tanto, la expresion de su area

: 2
S DB D)
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Para los triangulos cevianos, (: a.p.A = 1), se verifica la igualdad

(ce+1).(B+1).(A+1) = (a+ ;J+[B+ é]+[l+ ;J+2

En virtud de la desigualdad aritmética-geométrica, tendremos que:

-‘.I+1+B+[13+i?t,+]1L T T
& Zgo—P-A— =1
6 'i/“aﬂﬁ A

1 1 1
a+a+ﬁ+ﬁ+k+l 26
(a+1).(B+1).(JL+1):(a+;]+[ﬁ+é]+(k+i)+228

dandose la igualdad sélo cuando todos los términos coinciden, es decir:.

Asi el tridngulo de drea maxima se obtendra cuando las tres cevianas sean las
medianas.

, ;- 1
El valor de su area, como se sabe entonces, sera igual a §,= ZS

Area de los triangulos residuales

En este apartado, determinaremos el area de los triangulos AB”C, BC”A ,
CA”B,, que llamaremos residuales. Nos centraremos en el primero de ellos.

2 2
(4B'Cl= L oehy =L cn.GP @B
2 2 T af+B aB+h
h " hA
txl . 1 =ﬁ|

B"
YaQu€h, @B +p, h,

. . " - alzﬁ] = a‘zﬁ
Ahora bien: [AB"C|] B, + B, ) (aﬁ+a+1).(tx+1)‘s

Por analogia, obtenemos para los otros dos triangulos residuales, sus respecti-
vas expresiones:

BA Vo

BC"A,]= S ; "B 1= _
[ ! (BA+B+1).(B+1) [CA"E,] (Aa+}L+1).(}L+1)S
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Algunos casos practicos. Particularidades.

a) o= B=A= 1/2

[A” B” C”] —_ %S
[A’B’ C’] =%s

[A B” C;]=[BC”A;] =[CA”B] =2il.s

b) AA = Altura, BB = Mediana, CC = Bisectriz interior.

o=b/a, B=M A=1
b.cosC
[A”B” C"] = b.(c.cosB—a.cosC)’ .
a(l+cosC).(a+c.cos B).(b+2a)
[A’B’ C’] _b(c.cosB+a.cosC)
2a(a+b)
[AB”C]= b.c.cosB .
a(l+cosC)(a+b)
2 2
[BC” A= c“.cos"B .
a(c.cosB+a)
b
CA”’B|]=——.
[ 1= be2a)”
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