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Resumen

Este trabajo caracteriza el Conocimiento Pedagdgico del Contenido utilizado
por un profesor de Matematica en su practica docente al ensefiar los conceptos
béasicos de funcion. Se fundamenta en el modelo del Conocimiento Matematico
para la Ensefianza (Hill, Ball y Schilling, 2008). Corresponde a una
investigacion cualitativa descriptiva basada en el estudio de casos. En
particular, el conocimiento mostrado por el profesor se caracterizd por la
utilizacion de estrategias para atender distintos estilos de aprendizaje, la
adaptacion de las tareas a los lineamientos curriculares y al nivel cognitivo del
estudiante y por la variedad de caminos de aprendizaje utilizados y su
adecuacion en la resolucion de tareas.

Palabras clave: Conocimiento pedagdgico del contenido; secundaria;
funciones; ensefianza.

Introduccion

El estudio de la préactica y el desempefio del docente de Matematica en el aula
podria generar insumos para realizar cambios en la actividad pedagdgica. Por ejemplo,
investigaciones recientes sobre el conocimiento matematico sefialan la importancia que
tiene una buena planificacion matematica al momento de ensefiar conceptos matematicos.

Ponencia
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En este sentido, un docente que posee un fuerte conocimiento matematico tiene mas
herramientas para ayudar a sus estudiantes a comprender en profundidad el tema
(Haciomeroglu, 2006).

Por otra parte, Gonzélez (1999) indica que es comun escuchar comentarios de
estudiantes relacionados con el desempefio del docente en el aula, en cuanto a que el
profesor posee mucho conocimiento matematico, pero que tiene dificultades para ensefarlo.
Este tipo de aseveraciones muestra que no es suficiente con conocer la disciplina, sino que
se debe profundizar méas en su dominio, contenido y ensefianza. Un camino que se puede
emprender con el estudio del conocimiento pedagogico del contenido.

El conocimiento pedagdgico del contenido refiere a la variedad de conocimientos
sobre la ensefianza que todo profesor debe dominar sobre un tema especifico; este genera
mayor respeto por la profesion de la ensefianza y cubre un vacio sobre el conocimiento del
profesor (Pinto y Gonzalez, 2006). También es un elemento que caracteriza a los buenos
profesores (Shulman, 2005).

En Costa Rica, el Ministerio de Educacion Publica (MEP), realizo en el afio 2010 un
examen diagnéstico para evaluar el conocimiento de conceptos matematicos de los
profesores de Matemaética que trabajan en instituciones publicas de Educacién Secundaria.
Los resultados indican que 43,3% de estos docentes muestra limitaciones en cuanto al
dominio de los contenidos matematicos que se ensefian en Educacién Secundaria
(Programa Estado de la Nacion en Desarrollo Humano Sostenible, 2013). Esta problematica
en particular podria influir en la ensefianza de los conceptos mateméticos y en el
rendimiento académico de los estudiantes.

En el caso de los estudiantes, los resultados de las pruebas de bachillerato muestran
la dificultad que tienen en esta materia (MEP, 2012). En particular, el analisis realizado a
los resultados de la prueba aplicada en el afio 2013 revela que dentro de los contenidos con
menor porcentaje de aprobacidén son aquellos vinculados con el tema de Funciones, la
mayoria menor al 50% (MEP 2014); esto evidencia la existencia de posibles errores y
dificultades en el aprendizaje de estos conceptos y procedimientos particulares.

Este estudio enfoca al profesor como un agente responsable de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la Matematica. Caracteriza el Conocimiento Pedagdgico del
Contenido (CPC) de un docente de Matematica al ensefiar los conceptos basicos de funcion
en cuarto afio de Educacidén Secundaria. En general, destaca la importancia de poseer un
conocimiento pedagdgico especifico para la Matematica que permita mejorar la practica
docente, especialmente en aquellos temas con mayor dificultad para los estudiantes.

Marco tedrico

La fundamentacion teodrica de esta investigacion se basa en las ideas propuestas
inicialmente por Shulman (1986, 1987) sobre el conocimiento profesional del profesor de
Matematica y desarrolladas posteriormente por Ball y colaboradores (Ball, Hill y Bass,
2005; Ball, Thames y Phelps, 2008; Hill, Ball y Schilling, 2008). También se emplea el
analisis didactico (Gomez, 2007) con el proposito de determinar indicadores que permitan
describir el conocimiento del profesor.
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En sus estudios, Shulman (1986, 1987) destaca las diferencias entre el conocimiento
del contenido y el conocimiento del contenido para la ensefianza. El primero permite tener
dominio de las definiciones y poder justificar proposiciones, asi como conocer la aplicacion
de los contenidos en otras disciplinas (Shulman, 1986), mientras que el conocimiento del
contenido para la ensefianza se refiere a una pedagogia especifica para la Matematica
(Shulman, 1987), mediante la cual se presenta el contenido matematico de la mejor manera
posible.

Por su parte, Hill, Ball y Schilling (2008), consideran que los docentes de
Matematica necesitan un conocimiento especifico para ensefiar la materia que va mas alla
del conocimiento matematico, a este lo llaman Conocimiento Matematico para la
Ensefianza (CME) y lo definen como “el conocimiento matematico que los profesores
utilizan en el aula para producir aprendizaje y crecimiento en los alumnos” (p. 374).

A partir de la propuesta de Shulman (1986, 1987), Ball, Thames y Phelps (2008)
proponen un modelo para el CME que distingue entre dos dominios de conocimiento: el
Conocimiento del Contenido Matematico (CCM) y el Conocimiento Pedag6gico del
contenido (CPC). Ademas, establecen tres subdominios para cada uno de los dominios
descritos. En la siguiente figura 1 se muestra este modelo.

Conocimiento del Contenido ! Conocimiento Pedagdgico del Contenido
Conocimiento del
Conocimiento C ontemd(.) y de los
Comtin del Conocimiento Estudiantes o
Contenido (CCC) Especializado (CCEs) C0n0c1m’1ento
Conocimiento del Contenido | Conocimiento del del C;lgmulo
en el Horizonte (CEQ) Contenido y de la (€
Matematico Ensenanza
(CH) (CCEn)
\_—_/

Figura 1. Dominios de conocimiento matematico para la ensefianza (Ball, Thames y
Phelps, 2008). Extraido de Content Knowledge for Teaching: What Makes It Special?
Journal of Teacher Education, 59(5), 389-407.

Como muestra la figura 1, el CCM —que enfatiza las matematicas— esta integrado
por tres subdominios: el Conocimiento Comun del Contenido (CCC), el Conocimiento en
el Horizonte Matematico (CHM) y el Conocimiento Especializado del Contenido (CEC).
Para una mayor caracterizacion de estos componentes pueden consultarse los trabajos de
Ball, Thames y Phelps (2008) y Rojas (2010).

Por otra parte, el CPC, que enfoca los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, se compone por los subdominios: el Conocimiento del Contenido y de los
estudiantes (CCEs) que corresponde a un conocimiento particular del contenido
Matematico que permite determinar cuanto saben y cémo piensan y aprenden los
estudiantes ese contenido; el Conocimiento del Contenido y la Ensefianza (CCEn) que se
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refiere al conocimiento que entrelaza el conocimiento de un contenido matematico
particular y la ensefianza del mismo; y el Conocimiento del curriculo (CC) que alude al
conocimiento de las disposiciones curriculares vigentes.

En este sentido, un docente que sobresale por su conocimiento del CPC anticipa los
principales errores y las dificultades mas comunes que presentan los estudiantes al aprender
un contenido matematico (CCEs), ademas conoce sobre diversos recursos, materiales y
estrategias para ensefiar un tema (CCEn) y también domina las orientaciones curriculares
relacionadas con los objetivos, contenidos, fines que permiten al docente guiar su practica y
seleccionar las tareas adecuadas al nivel educativo de los estudiantes (CC).

Ademas de la teoria descrita sobre el conocimiento matematico para la ensefianza,
se empleo el andlisis didactico (Gomez, 2007), entendido este como un “procedimiento con
el que es posible explorar, profundizar y trabajar con los diferentes y maltiples significados
del contenido matematico escolar, para efectos de disefiar, llevar a la préactica y evaluar
actividades de ensefianza y aprendizaje” (p. 18-19). El andlisis didactico se compone por
cinco analisis parciales: andlisis conceptual, de contenido, cognitivo, de instruccion y de
evaluacion.

El analisis conceptual aborda la diversidad de significados de un concepto
matematico y el analisis de contenido enfatiza la estructura conceptual, las aplicaciones y
representaciones de los conceptos matematicos. El analisis cognitivo enfoca el aprendizaje
de las matematicas por parte de los estudiantes e incluye las expectativas (objetivos), las
limitaciones (errores y dificultades) y las oportunidades (tareas) de aprendizaje. El analisis
de instruccidn analiza el disefio, seleccidn y la secuencia en que se presentaran las tareas en
la unidad didactica. Por altimo, el anélisis de evaluacion describe la comprension de los
estudiantes respecto al tema desarrollado segun las estrategias utilizadas y las tareas
resueltas.

Para identificar el conocimiento que pone en practica un profesor al ensefiar los
conceptos de funcion se emplea el analisis de contenido, cognitivo y de instruccion desde la
perspectiva de Rojas, Flores y Ramos (2013) quienes combinan estos andlisis parciales con
el Conocimiento Matematico para la Ensefianza.

Metodologia

El abordaje metodoldgico de la investigacion corresponde a un estudio de caracter
cualitativo descriptivo basado en los estudios de casos (McMillan y Schumacher, 2005).

La fuente de informacion ha sido un docente de matematica de educacion
secundaria en servicio, seleccionado a partir de criterios técnicos definidos segun los
propdsitos de la investigacion, asi como criterios para identificar un profesor experto
(Rojas, Carrillo y Flores, 2012), entre ellos: tener al menos cinco afios de experiencia como
docente de Educacion Secundaria, haber ensefiado el tema de funciones al menos una
ocasion, ser recomendado por directivos institucionales y autoridades educativas y tener
disponibilidad para participar en el estudio.
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Los datos se recolectaron por medio de la observacion no participante. En total se
observaron cinco sesiones de clase (de 40 minutos u 80 minutos) que fueron registradas en
audio y video, esto con el aval de los encargados legales de los estudiantes, el profesor y las
autoridades institucionales donde se realizo el estudio. En total se cuenta con cerca de 200
minutos de grabacion de audio y video. La descripcion de cada episodio de clase se
encuentra en el siguiente apartado.

Categorias de analisis

Para el analisis de la informacion se adaptaron las categorias sobre el CME
implementadas por Rojas, Flores y Ramos (2013). Para cada categoria se disefié una serie
de unidades de analisis para estudiar con particularidad el CME de un profesor cuando
ensefia los conceptos basicos de funcion. A continuacién, se muestran Unicamente las
categorias asociadas a los subdominios del CPC, esto debido al foco de atencion del trabajo
que se presenta y a la gran cantidad de unidades de andlisis asociadas a estas categorias.

Tabla 1

Categorias para cada uno de los subdominios del Conocimiento Pedag6gico del Contenido

Subdominio Categorias

CCEs ¢ Referencia a los conocimientos esperados que aprendan los estudiantes, teniendo
presente el nivel educativo y los conocimientos previos de los que parten.

+ Dominio de las caracteristicas de aprendizaje del contenido matematico.

¢ Alusiones a los errores y las dificultades que los estudiantes pueden presentar en
la resolucion de las tareas propuestas, en el empleo de conceptos o en la
aplicacién de procedimientos.

¢ Actividades o preguntas planteadas a los estudiantes para prever y vencer las
dificultades y corregir los errores posibles al estudiar el contenido matematico.

¢ Asignacion de tareas que refuercen conceptos o procedimientos matematicos,
relacionados con las dificultades y errores de aprendizaje de los estudiantes.

¢ Actividades o preguntas planteadas a los estudiantes para vencer las dificultades y
corregir errores detectados al estudiar el contenido matematico.

+ Grado en que las tareas propuestas se adaptan a las finalidades de aprendizaje.

+ Grado en que las tareas planteadas sean adecuadas al nivel escolar y cognitivo de
los estudiantes.

¢ Variedad de tareas planteadas en relacion con la diversidad del alumnado.
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CCEn ¢ Adecuacion entre los sistemas de representacion empleados para ensefiar las ideas
matematicas especificas.

¢ Paralelismo entre las habilidades especificas planteadas (implicita o
explicitamente) y el desarrollo de la instruccién.

¢ Adecuacion de las tareas propuestas para cada objetivo.

¢ Variedad de sistemas de representacion que se emplean en las tareas planteadas.

¢ Grado en que las tareas planteadas permiten adquirir o reforzar los conceptos
matematicos.

¢ Evidencia de que el profesor dispone de un esquema de instruccion.

¢ Adecuacion entre las tareas presentadas y los caminos de aprendizaje que se
intuyen.

¢ Riqueza de materiales y recursos didacticos empleados.

¢ Adecuacion de los recursos y materiales segun el nivel de ensefianza y las
finalidades previstas de adquisicion de conceptos y propiedades.

¢ Relacion entre acciones que permiten el empleo de recursos y situaciones, que
envuelvan diversos significados y contextos.

cC + Grado en que los contenidos ensefiados corresponden con los establecidos por el
curriculo escolar de referencia o documentos oficiales que atienden al proceso de
ensefianza.

¢ Grado en que las tareas enunciadas se adaptan o enriquecen segun las
orientaciones propuestas en los documentos oficiales o en las indicaciones
curriculares de diversas fuentes del curriculo en educacion matematica.

¢ Adecuacion entre las propuestas de gestion que se ponen en juego y las previstas
en las recomendaciones metodolégicas del curriculo escolar.

¢ Adecuacion entre el uso que se hace de materiales y recursos didacticos, y las
orientaciones metodoldgicas estipuladas en programa de estudios.

Andlisis y discusion
Para iniciar este apartado se muestra una descripcion general de cada uno de los

episodios observados. Seguidamente, se presentan los principales resultados obtenidos para
cada uno de los subdominios del CPC.

Descripcion general de los episodios

En el primer episodio se presenta a los estudiantes un problema sobre el costo y
produccion de articulos, esto para introducir el concepto de funcion. Para su resolucion la
clase se organiza en subgrupos de trabajo, mientras el profesor atiende consultas en cada
subgrupo para finalmente resolver la tarea en la pizarra a partir de los aportes de los
estudiantes.

En el segundo episodio se retoma el problema propuesto en el episodio anterior para
recalcar los conceptos abordados (relacion, funcién, conjunto, correspondencia y plano
cartesiano) e introducir nuevos conceptos (preimagen, imagen, dominio, codominio y
ambito).

En el tercer episodio se selecciona una tarea que implica el trazo de una gréafica
para reconocimiento del dominio y &mbito de una funcién. Luego, asigna dos tareas a los
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estudiantes para que sean resueltas en subgrupos con la atencion de consultas por parte del
profesor, posteriormente son revisadas en la pizarra.

En el cuarto episodio se presentan una serie de tareas para reconocer a partir de
representaciones graficas el dominio y rango de algunas funciones. El trabajo de los
estudiantes es individual y el profesor atiende dudas.

En el quinto episodio se continua con la presentacion de representaciones graficas
de funciones para identificar imagenes y preiméagenes.

Sobre el conocimiento del contenido y de los estudiantes (CCESs)

La utilizacién de conocimientos previos se realiza en las Gltimas sesiones de clase
cuando se introducen los conceptos de dominio y ambito. No se logré observar alguna
referencia a los conocimientos que se espera que aprendan los estudiantes, excepto en la
sesion en que se introdujo el concepto de funcion.

Se logré constatar que el docente reconoce distintos estilos de aprendizaje de sus
estudiantes, esto porque en la resolucion de tareas, tanto por parte de los estudiantes como
del profesor, se toman en cuenta aspectos del aprendizaje visual (principalmente mediante
representaciones graficas), auditivo (por medio de expresiones verbales), kinestésico y de
lecto/escritura.

Solo en la primera sesién de clase el docente menciona posibles errores que se
pueden presentar en la resolucion de una tarea especifica. Ademas, en ninguna de las
actividades desarrolladas se aprecia una planificacion previa tanto para detectar errores
como para vencerlos. Los errores abordados son aquellos que surgen de forma espontanea
durante la resolucion de una tarea. Cabe destacar que durante la resolucién de algunas
tareas fue posible reconocer momentos en los que se podrian abordar algunos errores, pero
el profesor no los aprovechd. Ademas, la asignacion de tareas adicionales para reforzar
conceptos o procedimientos matematicos es escasa a lo largo de los episodios.

En relacion con las dificultades, estas se presentan principalmente al momento de
comprender los enunciados de las tareas y al identificar elementos en las representaciones
graficas. Estas y otras dificultades son afrontadas por el docente durante el trabajo
individual o grupal mediante explicaciones que consideran los distintos estilos de
aprendizaje. Ademas, no se observé alguna evidencia relacionada con un plan preliminar
para abordar alguna dificultad.

Las finalidades pretendidas en las tareas presentadas se adaptan de forma adecuada
con los lineamientos curriculares y al nivel escolar de los estudiantes, sin embargo, algunas
de ellas no fueron aprovechadas al maximo para presentar diversos conceptos, por lo que se
deduce que el docente planifica cada tarea para un concepto basico de funcion especifico.
Ademas, las tareas mostradas corresponden, casi en su totalidad, al nivel cognitivo de
reproduccion, siendo las mas frecuentas las que corresponden a situaciones publicas y
educativas y a contextos de caracter hipotético o auténtico. Por ultimo, es escasa la
utilizacion de tareas adicionales para reforzar conceptos o procedimientos matematicos,
excepto las empleadas para reforzar los conceptos de dominio y &mbito de una funcion.
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Sobre el conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn)

Las representaciones mas frecuentes son las de tipo verbal, grafico, simbolico-
numérico y simbolico algebraico. En relacion con las representaciones se observo la falta
de precision con la que fueron elaboradas (no se emplea una escala numérica apropiada),
por lo que algunas de estas podrian provocar errores, dificultades o ambigliedades entre los
estudiantes.

Las habilidades especificas propuestas en el plan de estudios se vinculan
apropiadamente con la instruccién realizada. Ademas, es posible asociar cada tarea con
alguna de las habilidades cognitivas propuestas en el programa de estudios, sin embargo, no
fue posible identificar tareas que abordaran las habilidades de distinguir entre cantidades
constantes y variables e identificar si una relacién dada en forma tabular, simbdlica o
gréfica corresponde a una funcién. Esto esta relacionado con la falta de representaciones
tabulares durante las lecciones y con el uso de representaciones gréficas y simbolos para
identificar conceptos basicos de funcion.

Un aspecto que sobresale de los episodios observados es la variedad de sistemas de
representacion empleadas por el docente, siendo el verbal el que se presenta con mayor
frecuencia, seguido por las representaciones simbolicas de tipo algebraico y numérico, y las
gréficas.

Las tareas empleadas para reforzar conceptos matematicos mantienen su
caracterizacion. Son tareas de reproduccién, de caracter publico y educativo, auténticas o
hipotéticas.

Durante las lecciones ha sido posible reconocer un esquema de instruccién en el que
predomina el uso de la clase magistral. El profesor capta la atencion de los estudiantes, esto
a pesar de distractores que se presentan en las sesiones (partidos del mundial de futbol);
comunica las habilidades pretendidas cuando corresponde y alude a conocimientos previos
en caso de ser necesario; presenta contenidos guiando el aprendizaje y provocando el
desempefio en una parte considerable del grupo de estudiantes. Ademas, realiza preguntas a
sus estudiantes de forma constante para valorar el nivel de aprendizaje.

Las tareas presentadas se caracterizan por considerar al menos un camino de
aprendizaje en los que es posible reconocer las capacidades que se pretenden lograr o
reforzar. Asi mismo, se logré determinar que el docente utiliza una variedad de caminos de
aprendizaje los cuales adecua segun sea la tarea a resolver, no obstante, en general, estos
caminos no consideraban el reconocimiento de posibles errores. Unicamente en el segundo
episodio de clase no se reconoce un camino de aprendizaje dado que la tarea mostrada ya
estaba resuelta y no en proceso de resolucion.

Los recursos didacticos utilizados son la pizarra y regla (metro), esta Ultima
principalmente para trazar la grafica de una funcion mediante la cual explica a los
estudiantes conceptos como dominio, ambito, imagen y preimagen, sin aprovecharla (la
gréfica) para mostrar las relaciones entre estos conceptos o la diversidad de significados de
los mismos. En relacion con los materiales didacticos, el docente emplea un libro (folleto)
de su autoria el cual incluye, ademas de las definiciones de los contenidos asociados a las
funciones, tareas que se emplean para reforzar conceptos como dominio, ambito, imagen y
preimagen.
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Sobre el conocimiento del curriculo (CC)

Todos los conocimientos propuestos en el programa de estudios son abordados por
el profesor durante las cinco sesiones de clase observadas. Se detectaron algunos
conocimientos vinculados al tema de funciones que no forman parte del curriculo pero que
refuerzan los conceptos mostrados. En relacion con el significado dado a los conceptos
basicos de funcion y las tareas presentadas sobre estos, se observd que en general
corresponden a niveles basicos de aprendizaje.

Las tareas presentadas carecen de un vinculo con los ejes curriculares sobre el uso
de la historia de la matematica y la tecnologia. Tampoco se identifica explicitamente una
atencion a las creencias y actitudes positivas hacia las matematicas. Por su parte, las
recomendaciones sobre la resolucion de problemas y la contextualizacion se presentan sin
Ilegar a ser un punto fuerte del plan de clase.

Por Gltimo, los recursos y materiales empleados se adecuan a las orientaciones
metodoldgicas e indicaciones puntuales propuestas en el plan de estudios.

Consideraciones finales

Las categorias y unidades de andlisis utilizadas permiten reconocer indicadores
sobre el conocimiento pedagdgico de un profesor de Matematica cuando ensefia conceptos
matematicos, en este caso conceptos basicos de funcion.

El andlisis realizado proporciona descriptores que fomentan la reflexion sobre la
practica docente desde un marco especifico que acentla elementos relacionados con el
aprendizaje y ensefianza de contenidos matematicos particulares y de los lineamientos
curriculares que orientan estos procesos. Por ejemplo, la atencién previa de errores o el
abordaje de aquellos que puedan surgir durante la leccion y la seleccion apropiada de
tareas.

Reconocimiento

Esta contribucion es producto del Proyecto SIA 0127-13 titulado Conocimiento matematico
para la ensefianza de los profesores sobre el tema de funciones en el Ciclo Diversificado de
la Educacion Matematica en Costa Rica desarrollado en la Escuela de Matemaética de la
Universidad Nacional de Costa Rica.
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