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Resumo

O estudo de equacdes diferenciais ordinarias na graduacéo tem sido feito com prioridade
com a resolucéo das equacdes, privilegiando processos de calculo com procedimentos e uso
de algoritmos. A resolugdo de problemas com a analise de fen6menos pela interpretacéo dos
modelos das equacdes diferenciais e de sua solucdo, matematizando a lei fisica, com a
representacdo algébrica e gréafica, proporciona a compreensao conceitual do estudante dos
modelos presentes na situacdo-problema. Assim, procedimentos operacionais e trabalho
com 0s conceitos nos problemas enriquecem o estudo das equacgdes diferenciais,
diversificando a didatica. Polya (1994) sinaliza a resolucéo de problemas com quatro fases:
interpretacé@o do enunciado, estabelecimento de um plano, execu¢do do mesmo e retrospecto
da resolucdo para verificar a compatibilidade da solucdo com os dados. Stewart (2013)
define quatro abordagens privilegiando a diversidade de representacdo: algébrica/equacao,
gréafica, numérica e verbal. Foi baseado nestes referenciais que construimos (LAUDARES E
OUTROS, 2017) um design para resolucéo de problemas com a seguinte estrutura: (1) tomar
o enunciado do problema e identificar os dados (lei fisica, as condicdes iniciais e/ou de
contorno) e as questdes a serem resolvidas; (2) determinar os modelos de equacgdes e de
gréafico com sua interpretacdo e fazer uma descricao verbal do procedimento do fenémeno.

INTRODUCAO

Neste artigo, é apresentada uma metodologia para resolucdo de problemas com
equac0es diferenciais ordinarias com analise de modelos representados por equacdes ou por
gréficos. Em LAUDARES e OUTROS (2017) foi construido um design para resolucéo de
problemas com a seguinte estrutura: (1) tomar o enunciado do problema e identificar os dados

(lei fisica, as condi¢Oes iniciais e/ou de contorno) e as questdes a serem resolvidas; (2)
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determinar os modelos de equaces e de grafico com sua interpretacdo e fazer uma descricao
verbal do procedimento do fendmeno.

O embasamento tedrico se fez com a resolucdo de problemas e diversidade de
representacdes. O estudo de equacdes diferenciais ordinarias na graduacéo tem sido feito com
prioridade com a resolucdo das equacdes, privilegiando processos de calculo com
procedimentos e uso de algoritmos. A proposta apresentada, procedimentos operacionais e
trabalho com os conceitos nos problemas enriquecem o estudo das equagdes diferenciais,
diversificando a didatica.

Inicialmente € realizada uma apresentacdo teorica para dar embasamento a
proposta metodoldgica e, em seguida, um problema resolvido de acordo com parametros
desta metodologia.

Matematizardo de fendmenos com Equac6es Diferenciais

O conceito de fendmeno, como um acontecimento, um processo em agdo, em
transformacdo, com mudancas perceptiveis por observacao, pode ser entendido como uma
experimentacao pelo “movimento” e pela “variagao”.

Ao observar um fendmeno, em seu processo de variagdo procedemos uma medicao
que requer uma analitica com instrumentacdo para aferir e tratar as informagdes com
variaveis, com parametros, com sistema de unidades e escalas.

Traduzir este processo inerente ao fenémeno em uma linguagem simbolica especifica,
numa tentativa de sintetizar caracteristicas de sua dimens&o, constitui o ato de matematizar
0 fendmeno, ou seja, a acdo de matematizacao.

Matematizar €, entdo, a acdo que resulta numa manifestacdo sintética dos elementos
observados, de suas relacdes e leis inerentes a um fendmeno processado, expressos em
linguagem simbolica de uma das areas especificas da Matematica. Essa manifestacdo se
apresenta como um modelo matemético do fenémeno, segundo Bassanezi (2006).

A Matematica tem instrumental simbolico adequado para modelar um fendmeno,
além da sua descricdo, ou expressa-lo em linguagem natural, que pode ser oral ou escrita.

Como linguagem simbdlica escrita, apresenta-se, como possibilidade analitica e
instrumental, o Calculo Infinitesimal da Matematica. Em sua base estrutural estdo as

grandezas ou variaveis simbolizadas por x e y, tal que y depende de X, isto é, y=f(x), e suas
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respectivas variagdes infinitesimais diferenciais dxedy. A relacdo, dy/dx, entre esses
infinitésimos diferenciais, permite conhecer propriedades locais (pontuais) de y=f(x), como
variacdo ou mudanca de crescimento/decrescimento, dy/dx, pontos de maximo/minimo e
concavidade, objeto de estudo do Calculo Diferencial. Por outro lado, 0 acimulo ou soma do
produto de partes infinitesimais, f(x)dx, permite conhecer propriedades globais de y=f(x),
em dado intervalo da varidvel x, como area e volume ou pressdo e trabalho, objeto de estudo
do Célculo Integral.

Entretanto, no estudo de fendmenos usaremos varaveis que expressam as grandezas
dependentes e independentes inerentes ao fendmeno:

e Variavel independente t (tempo) na maioria dos fendbmenos.

e Variaveis dependentes podendo ser: T (temperatura), m (massa), i (intensidade de

corrente no circuito), P(populacéo).

Deste modo y e x sdo mais usados em Matematica. Assim, o Calculo Infinitesimal
engloba o Célculo Diferencial e o Calculo Integral. Atualmente, a denominacdo de Célculo
Diferencial e Integral é a mais usada.

Assim o fenbmeno, um acontecimento com plena ativacdo e em continuo processo de
variagdo com movimento, se manifesta por uma configuracdo dimensional (que pode ser
medida, modelada por uma observacao caracterizada pelo uso de unidades de medida).

Desta forma, todo fenbmeno se oferece para ser medido, dimensionado a partir de
uma observacao, expressa por processos quantitativos ou qualitativos, por modelos definidos
por parametros medidores, tal como a variacao do tempo.

Na matematizacdo no ensino superior, a instrumentacao criada para medir pode se
configurar pelos conceitos de limite, derivada, diferencial, integral, a partir do célculo
infinitesimal.

Para modelagem matematica, as EquacBGes Diferenciais se apresentam como
instrumento adequado para a representacdo e configuracéo de muitos fendbmenos.

Apresentacdo metodoldgica na resolucdo de um problema com Equacéo
Diferencial

Varios sdo 0s passos a serem percorridos até a solugdo completa de um problema

(suas equagdes) que envolve uma Equacéo Diferencial. Ressaltamos dois deles:
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(a) Lei fisica— E expressa, matematicamente, pela anélise da correlagio das variaveis

envolvidas e dos parametros. S&o estudados problemas que envolvem as Equacdes

Diferenciais. O que queremos considerar sdo as etapas tipicas da modelagem, isto é,

0S passos que vao da situacdo fisica a sua formulacdo matematica.

(b) Condicdes iniciais ou de contorno - com as quais poderemos partir de uma solucao

genérica e chegar a uma solucéo particular.

Condicdes iniciais: entendemos uma situacdo em determinado instante. Esta
conotagdo de “inicial” é sugerida visto que a variavel independente, geralmente é o tempo.
A solucdo do problema mostra o ocorrido ap6s aquela situacdo dada (t = 0);

Condicdes de contorno: entendemos as situagcbes em mais de um valor da variavel
independente. Normalmente apds um instante inicial (t >0).

Temos assim um Problema de Valores Iniciais - PVI ou um Problema de Valores de
Contorno - PVC.

Duas importantes propriedades devem ser levadas em consideragéo:

1) O numero de condicGes iniciais ou de contorno é equivalente a soma dos
parametros a serem determinados mais as constantes de integracao.

2) O namero de constantes de integracdo na solucdo geral da Equacdo Diferencial
ordinéria é o mesmo da ordem da Equacao Diferencial.

A metodologia de resolucéo de problemas é acompanhada de determinagdo de passos

com esquema proprio e num quadro que traz a analise do problema, como a seguir.

Enunciado
Dados

Questdes

Interpretacdo do enunciado

“1° Passo: Matematizacao da lei fisica

2° Passo: Constantes dadas — Substitui¢do na equacao do fenbmeno
3°Passo: Condicdes iniciais ou de contorno

4° Passo: Resolucdo da equacao diferencial do modelo

5° Passo: Calculos solicitados nos problemas: explicitar o que se pede
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6° Passo: Modelo das equagbes do fenémeno
7° Passo: Modelo dos gréaficos do fenbmeno

8° Passo: Descricdo sintética do fendBmeno num pequeno texto

Esta estrutura pode ser considerada um padrdo a ser seguido, ocorrendo alteracGes de
acordo com a natureza do fendmeno estudado.

Nesta abordagem, o enunciado é apresentado analiticamente sendo separados 0s
dados e questbes em itens, que sdo convertidos em PASSOS para resolucdo: cada item
corresponde num PASSO.

O problema, a seguir, é analisado por trés representacdes de modelos: das equacdes,
dos gréficos e de descri¢do na verbal do procedimento do fendbmeno.

Problema de variacao populacional — Lei de Malthus
Problema de Valor de Contorno — PVC e Problema de Valor Inicial - PVI

ENUNCIADO

DADOS

(I) Uma populacédo se desenvolve proporcionalmente a populacdo atual, segundo a Lei de
Malthus.

(I1) Sabe-se que a populacdo inicial é de 5000 habitantes e 10 anos depois é 8000

QUESTOES

(111) Determine a populagdo em qualquer tempo

(IV) Determine os modelos de equacdes da populacao
(V) Analise a variacao da populagéo

(V1) Esboce os graficos do modelo

(V1) Descreva num pequeno texto o fendmeno comparando os graficos e as equagdes

INTERPRETACAO DO ENUNCIADO E RESOLUCAO DO PROLBLEMA
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1° Passo: MATEMATIZACAO DA LEI DE MALTHUS
Identificagdo das variaveis

P - Variacdo da populacdo - Varidvel dependente

t - Variacdo do tempo - Variavel independente

k - Constante de proporcionalidade

A variacdo da populagéo, segundo a Lei de Malthus pode ser expressa matematicamente

P | = P p=0
dt t

2° Passo: Condicéo inicial e de contorno
t = 0anos —» P =5000 habitantes
t= 10 anos — P =8000 habitantes

3° Passo: Determinacao da populacdo em qualquer tempo
sv.—> P okp » L kit — P=Ce
dt P
Aplicando as condicdes inicial e de contorno:
t=0ano — P=5000 virda P =5000 e~

t=5anos —» P =8000 vira P =5000 e®0%t
4° Passo: Modelos de equacGes da populacéo

(1) Velocidade da variacdo da populacdo em fungdo do tempo

Levando o valor de “k” na equagdo de crescimento, teremos

apP _
= 0,004P (1)
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(2) Velocidade de crescimento da populacdo em funcao do tempo.

Derivar a equagao de “P” em fungdo de “t”:

2% = 470 0% )

(3) Variacéo da populacéo em funcgdo do tempo.

P = 5000 e%0%t (3)

5° Passo: Andlise do desenvolvimento da populacdo

Verifique no graficamente (6° passo) que a populacdo (P) se desenvolve exponencialmente
crescente de acordo com a Lei de Malthus. Isto significa que num desenvolvimento do tempo
a populacdo ira crescer indefinidamente, tratando-se de um Modelo Ideal. Entretanto, na
realidade a populacdo tende a se estabilizar o que sera analisado por um outro modelo, o de
Verhulst.

6° Passo: Esboco dos graficos do desenvolvimento da populagédo

dpP
dt
dP
Equacao (1) o= 0,094P
0 P
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ar
dt

dP
Fqguacao (2) = 470e0-094¢

470 R
= >
¢
P
Fquacao (3) P = 5000e%991
5000
0 t

7° Passo: (a)

As respostas das seguintes questdes ddo suporte a compreensdao do comportamento do

fenbmeno estudado.

1) Por que o grafico c(jj—I:(Eq 1) é uma reta?

2) Por que o gréafico (Eq.1) é crescente?

3) Por que o gréafico (Eq. 1) é positivo?

4) Analise o grafico (Eq. 2) quanto a natureza da derivada.

5) Verifique que a equacdo do grafico (Eq. 2) é crescente exponencialmente.
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6) Verifique que para um tempo crescente a populacao sera sempre crescente. Nao ha limite.

(b) A partir do seu entendimento do comportamento do fendmeno, escreva um texto no

quadro seguinte comparando os graficos e as equacdes.

Considerac0es Finais

Trata-se de uma proposta inovativa que resulta de pesquisas da matematica superior,
especificamente do calculo diferencial e integral, com resolucéo de problemas pela aplicacéo
de equac0es diferenciais. Parte-se da premissa ndo so da operacionalizacdo da resolucéo das
equacdes diferenciais com seus processos de célculo e uso de algoritmos, na construcao da
habilidade de procedimentos pelo estudante, mas na busca de desenvolvimento de outras
habilidades de anéalise dos conceitos e propriedades de um fenémeno.

Os resultados das investigacdes realizadas com o ensino de equaces diferenciais e a
metodologia usada nas obras editoriais, para uso como livro-texto na disciplina de EDO ou
de Célculo com EDO, deram suporte a edificacdo da sequéncia didatica proposta. Sua
efetividade pode resultar num desempenho eficaz para o processo ensino-aprendizagem

constituido da triade: aluno - midias - professor.
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